Kapitel 2. Anwendungen der Differentialrechnung mehrerer
Variablen

2.4 Das Newton—Verfahren
Ziel: Wir suchen die Nullstellen einer Funktion/f D — R" D C R?

f(x) =0
@ Wir kennen bereits die Fixpunktiteration
x 1= d(x¥)

mit Startwert x° und lterationsvorschrift ¢ : R” — R”".
@ Konvergenzaussagen liefert der Banachsche Fixpunktsatz.

Vorteil: Dieses Verfahren ist ableitungsfrei.
Nachteile:

@ das numerische Verfahren konvergiert zu langsam (nur linear),

@ es gibt keine eindeutige lterationsvorschrift.

Ingenuin Gasser (Mathematik, UniHH) Analysis Il fiir Ingenieure 99 /182



Bowechshs Frp ittt BFS/

foi=o0 &iﬂ—féﬁ :@

WS.LIQQ ) M(l’:gé@/

XA
Hﬁ[é:ﬁ% Y X =)

BFS  gei-te) L Lilegll Yoy eD
LlﬂScéy%a&»Lﬁ.ff = 4 cTRUu_

LQ/] (WMJMhOK) — ;(M B‘l’) y*



«{’) Y — )/”H[(V) :‘éAé// X = ﬁ ’15(45&]
X = X —f@) :Q/z@% =/



/ur Konstruktion des Newton—Verfahrens.

Ausgangspunkt: Gegeben sei eine\Cl—Funktion f:-D—-R" DCR" ofFen.x

Wir suchen eine Nullstelle von f, d.h ein x* € D mit
f(x*)=0
Konstruktion des Newton—Verfahrens:

Die Taylor—Entwicklung von f(x) um einen Startwert x° lautet

—

f(x) = £(x°) + IF(x")(x —x%) 4+ o(||Ix — x°||)
Setzen wir x = x*, so folgt

JF(xY)(x* — x%) = —f(x%)

Eine Niherungsldsung fiir x* ist dann x!, x! ~ x*, die Lésung des linearen

Gleichungssystems
JF(x%)(x' — x%) = —F(x?)
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Das Newton—Verfahrens als Algorithums.

Das Newton—Verfahren kann man somit wie folgt als Algorithmus formulieren.

Algorithmus (Newton—Verfahren):

(1) FOR k=0,1,2,...

(2a) Lése Ef(xk) //A_;k = —7‘(@

(2b) Setze x ™1 = x* + Axk;

@ Man I6st in jedem Newton—Schritt eine lineares Gleichungssystem.
@ Die Losung Ax¥ heiBt Newton—Korrektur.

@ Das Newton—Verfahren ist skalierungsinvariant.
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Skalierungsinvarianz des Newton—Verfahrens.

Satz: Das Newton—Verfahren ist invariant unter linearen Transformationen der
Form

f(x) — g(x) = Af(x) fir A € R"™" regular,
d.h. die Iterierten fiir f und g sind in diesem Fall identisch.

Beweis: Bildet man das Newton—Verfahren fUr g(x), so lautet die

Newton— Korrek;cur e k) _ Qr// . f%zﬁ Ny 07
(AT —Qﬂ@ sy /<x’<> !

AT (L4 ) = »
A = (IR ATTA L F(xH)
(IF) - F(xH)

womit die Newton—Korrektur von f und g libereinstimmen.

AJF(x))~1 - AF(x¥)

Bei gleichem Startwert x° stimmen somit auch alle Iterierten x* iiberein.

Ingenuin Gasser (Mathematik, UniHH) Analysis Il fiir Ingenieure 102 /182



Zur lokalen Konvergenz des Newton—Verfahrens.

Satz: Sei f : D — R" eine C1=Funktion, D C R" offen und konvex. Sei x* € D
eine Nullstelle von f, d.h.[f(x*) =0\

Weiterhin sei die Jacobi—-Matrix ?ij(x) regul';r}ﬁjr x € D, und es gelte eine

Lipschitz—Bedingung 7@; ¢@/: @7@7)4]{@/
I(IFC) T (IF(y) — IF))[ < Llly —x||  fir allex,y € D,

mit einem L > 0. Dann ist das Newton—Verfahren fiir alle Startwerte x° € D mit

2
W;O — x| <J und K, (x*)C D

wohldefiniert mit x* € K,(x*), k =0,1,2,..., und die Newton—Iterierten x*
konvergieren quadratisch gegen x*, d.h.

I x| < Sk — 2
2

Weiterhin ist x* die eindeutige Nullstelle von f(x) innerhalb der Kugel K,(x*).
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Das gedampfte Newton—Verfahren.

Weitere Beobachtungen:
@ Das Newton—Verfahren konvergiert zwar quadratisch, aber nur lokal.

@ Globale Konvergenz kann ggf. durch einen Dampfungsterm erreicht werden:

Algorithmus (Gedampftes Newton—Verfahren):
(1) FOR k=0,1,2,...
(2a) Lose Jf(x¥) - Axk = —f(x¥);

(2b) Setze x*1 = xk + \ Axk;
-_—

Frage: Wie wahlt man die Dampfungsfaktoren A7
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Wahl des Dampfungsparameters.

Strategie: Verwende eine Testfunktion T(x) = [|f(x)||, womit gilt
T(x) > 0, VxeD
T(x) = 0 < f(x)=0
Wihle nun A\, € (0, 1) so, dass die Folge T(x*) streng monoton fillt, d.h.
JF)| < JF()| fiir k > 0.

In der N3he der gesuchten Lésung x* sollte A\x = 1 gewdahlt werden, um (lokale)
quadratische Konvergenz zu sichern.

Der folgende Satz garantiert die Existenz eines Dampfungsparameters.

Satz: Sei f eine C!-Funktion auf der offenen und konvexen Menge D C R”. Fiir
xX € D mit f(x¥) # 0 gibt es dann ein u, > 0, sodass

1F(xX 4+ AAX9)|15 < |IF(xF)]I3 fir alle A € (0, px).
flaggiofl Mol
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Dampfungsstrategie.

Fiir die Startiteration k = 0: Wahle A\ € {1, %, %, ..+, Amin} moglichst groB,
sodass gilt
IF) 12 > [[F(x° + A0 x%) |2

Fiir nachfolgende Iterationen k > 0: Setze Ay = A\x_1.
IF ||[F(x")||> > [|f(x* + AAx¥)||, THEN

o x 1= xk 4 )\ Axk

o )\, =2\, falls \y < 1.
ELSE

e Bestimme p = max{A\(/2, A\c/4, ..., Amin} mit

[6(x) 12 > [F(x* + Alx¥)]2

o\ =L
END
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