Ein weiteres Beispiel.

Betrachte die Gleichung g(x,y) = ¢ +3y +x>—-1=0.

Es gilt <) T3 e =2

. . 2 q
(Xy) e 4+3>0 fiir alle x € R. 70“%&]0«

Die Gleichung ist also fiir jedes x € R nach y =: f(x) auflésbar und f(x) ist eine
stetlggdlfferenmerbare Funktlon Implizite leferentlatlon liefert

~7(§4} ] = —£—2>( ""<6L7 x+/§) =0 N
= == e’ X — 2x
f(f,ycn,o g_yf—i)+3y +_%>g:0 — Y = 3

—

Erneute Differentiation liefert

2 4 eV x(y — 1)
Xy L Xy — 1243y 42 =0 — yi=_ +eey Xi3 Wyyz/

Aber: Explizites Auflosen nach y (mit Hilfe elementarer Funktionen) ist in diesem
Fall nicht moglich!

e (V- 4%%5 X(v”/ + 35+l FO
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Allgemeine Bemerkung.

Implizites Differenzieren einer durch

g
g(X,y)—O, 6—_)/#0

implizit definierten Funktion y = f(x), mit x,y € R, ergibt

/ Ex
X o _——
{ (x) 2,
gxxég_ 2gxygxgy +gyyg3
@(X) = @
y

Daher ist der Punkt x° ein stationirer Punkt von f(x), falls gilt
/ (£1)
g0C.00) =gy =0 lund g%y #0 (bl o
Weiter ist x° ein lokales Maximum (bzw. Minimum), falls
0,0 0,0
Y LRV gxx(XO ,yo) 0 ( o gxx(Xo ,yo) _ o)
Y gy(x?,y°) gy(x%, y°)
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Implizite Darstellung ebener Kurven.

P
Betrachte die Losungsmenge einer skalaren Gleichungen {(X@ )( 51&;4 y Hn«.;Lfd

g(x,y) =0 E}[[(Z)):j :;'0 (0'6
Falls gilt
gradg = (gx, 8y) # 0
so definiert g(x, y) lokal eine Funktion y = f(x) oder x = f(y).
Definition: Ein Losungspunkt (x°, y°) der Gleichung g(x,y) = 0 mit
o grad g(x", y°?) # 0 heiBt regulidrer Punkt,
o grad g(x%, y¥) = 0 heiBt singulirer Punkt.

Beispiel: Betrachte wieder die Kreisgleichung ?gf\&a(/)/ Z(/#O 47
fi- gl v =4
g(x,y) = x° +y—r:O mit r > 0. ’[\

><
- - _ y f@)

Auf der Kreislinie liegen keine singularen Punkte!
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Horizontale und vertikale Tangenten.

Bemerkung: -
'
a) Gilt fiir einen reguldren Punkt (x°, y°) \/\'EC 2 é‘/o N Zasi

9‘7(5/\73

gX(xO)—O und g, (x

so besitzt die Losungskurve eine horizontale Tangente in x°.

- - - iy I £ CAO‘_TD)
b) Gilt f | Punkt (x°,y%) X'=( Ele- & =0
) Gilt fiir einen reguldren Punkt (x°, y®) qu f £ gu\@m/

g (x") #0 und g, (x°) =0
so besitzt die Lésungskurve eine vertikale Tangente in x°.

c) Ist x° ein singuldrer Punkt, so wird die Lésungsmenge bei x° “in zweiter
Naherung” durch folgende quadratische Gleichung approximiert.

gXX(XO)(X - X0)2 + 2gxy(x0)(X — XO)(Y - yo) + gyy(xo)(y - y0)2 =0

o-gél ~ o) gt flon) (4] A Wy (- - (F1 5
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Bemerkungen.

Wegen c) erhdlt man fiir gu, 8y, &y 7 O:
det Hg(xo) >0 : x%ist ein isolierter Punkt der Losungsmenge
detHg(x°) <0 : x°ist ein Doppelpunkt
det Hg(x") =0 : x?ist ein Riickkehrpunkt bzw. eine Spitze

Geometrische Interpretation:

a) Gilt det Hg(x") > 0, so sind beide Eigenwerte von Hg(x") entweder strikt
positiv oder strikt negativ, d.h. x° ist ein strenges lokales Minimum oder
Maximum von g(x).

b) Gilt det Hg(x") < 0, so haben die beiden Eigenwerte von Hg(x°) ein
unterschiedliches Vorzeichen, d.h. x? ist ein Sattelpunkt von g(x).

c) Gilt det Hg(x%) = 0, so ist der stationire Punkt x° von g(x) ausgeartet.
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Beispiel 1.

Betrachte den singularen Punkt x? = 0 der impliziten Gleichung f(%) =

g(x,y) =y’ (x = 1)+ x*(x —2) =0

Berechnung der partiellen Ableitungen bis zur Ordnung 2:

g = ¥ +3C —4x Wf(%):og%

8 = 2Y(X - 1)
g = 6bx—4
xy — 2y
gy = 2(x-1)

Hg(0) = (_g _g)

Also ist x° = 0 ein isolierter Punkt.
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Beispiel 2.

Betrachte den singuliren Punkt x° = 0 der impliziten Gleichung fﬂo[:o
e =

g(x,y) =y (x = 1) +x*(x+¢°) =0

Berechnung der partiellen Ableitungen bis zur Ordnung 2:

g = y +3x°+2xq° Wf(oté):o
g = 2y(x—1)

8o = Ox+2q°

8y = 2y

&y = 2(x-1)

Hg(0) = (2q(2) _3)

Also ist x% = 0 fiir g # 0 ein Doppelpunkt.
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Beispiel 3.

Betrachte den singuliren Punkt x° = 0 der impliziten Gleichung

gl,y) =y (x=1)+x>=0

Berechnung der partiellen Ableitungen bis zur Ordnung 2:

g« = y> +3x°
g = 2y(x—1)
&x = bx
By = 2y
gy = 2(x—1)

Hg(0) = (8 _8)

Also ist x° = 0 eine Spitze (bzw. ein Riickkehrpunkt).
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Implizite Darstellung von Flachen.

@ Die Lésungsmenge einer skalaren Gleichung g(x,y,z) =0 ist fiir gradg # 0
lokal eine Fliche im R3.

@ Fiir die Tangentialebene in x¥ = (x%, %, z%) " mit g(x°) = 0 und
grad g(x%) # 07 bekommen wir fiir Ax? = x — x? mit Taylor—Entwicklung

0= (V7) /(7[73)
4 ‘ﬁ[vvgrad g AX’ =g (xX")(x —x°) + g, ()y — y") + &:(x")(z —20) =0 1/,
pongss [ )
d.h. der Gradient steht senkrecht auf der Flache g(x,y,z) = 0. 28
o @zum Beispiel g,(x") # 0, so gibt es lokal bei x° eine Darstellung der Form
N:——_/—P Z = f(X7.y)

und fiir die partielle Ableitungen von f(x,y) bekommt man

1 8x 8y
grad f(x,y s 1 —(gx, 8y) = (——,—)
(x,y) = (f, fy) = gz( y) . .

mit dem Satz iiber implizite Funktionen.
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Das Umkehrproblem.

Frage: Lasst sich ein vorgegebenes Gleichungssystem

y = f(x)

mit f: D — R", D C R"” offen, nach x auflosen, also invertieren?

Jf: Del™—£*

Satz: (Umkehrsatz)

Sei f: D — R" D c R" offen, eine C1=Funktion. Ist fiir ein x% € D die
Jacobi-Matrix J f(x°) regulir, so gibt es Umgebungen U und V von x°
und y° = f(x"), so dass f den Bereich U bijektiv auf V abbildet.

Die Umkehrfunktion f~1 : V — U ist ebenfalls eine C1=Funktion und es
gilt fir alle x € U:

I y) = (JF) Ty = f(x)
Bemerkung: Man nennt dann f lokal einen C'-Diffeomorphismus.

Ingenuin Gasser (Mathematik, UniHH) Analysis Il fiir Ingenieure 81/182






