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Analysis III
fiir Studierende der Ingenieurwissenschaften

Blatt 7, Hausaufgaben

Aufgabe 1:
Gegeben seien die Vektorfelder f, g : R® — R3,

T 22+ 2z T 2xz
g lyl|l = |y2z+ 23 und flyl = —2yz
2 —y 2z 2% — 2

a) Berechnen Sie Potentiale zu f und g , falls dies moglich ist.

b) Berechnen Sie fiir

t
c: [0, %] — R?  c(t) = (cos(?;t)) :
sin(3t)

die Kurvenintegrale

dx und dx.
/f : /g

Losungsskizze:

a)
Potential zu f : [3 Punkte]
P, = 202 = P(z,y,2) = 2°2 + Oy, 2)
O, = Cy(y,2) = —2yz <= C(y,2) = —y°z+d(2) <= P(z,y,2)
= (a% —y*)z + d(2)
P, =2~y +d'(2) =2~y <= d(z) = k<= ®(n,y,2) = (2 —9*)z + k.

Zum Beispiel an (g1), = 1 # 0 = (g3). sieht man, dass g kein Potential besitzt.
[1 Punkt]

b)

5 0
/C fdx = ®(c(7w/6)) — ®(c(0)) = & (cos((:%r)) - (cos((((i))) [1 Punkt]
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6 1
/C gdz = /0 T gl et) > dt e(t) (—3Sin(3t)) [1 Punkt]

3 cos(3t)
t? + sin(3t) t? + sin(3t)
g(c(t)) = (COS2(3t) sin(3t) + sin3(3t)) = ( sin(3t) ) [1 Punkt]
— cos(3t) — cos(3t)

glc(t)” - e(t) = t* +sin(3t) — 3sin(3t) — 3cos?(3t) = t* +sin(3t) —3 [1 Punkt]

/6 3 t
/gdw = / (2 +sin(3t) — 3) dt = [3 - COS?E?’) _ 34
c 0

/6

0
3

i
3-63 2

[1 Punkt]

Wl
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Aufgabe 2:
Gegeben sei der Korper K := {x e R3|2?+y? <4, 0<z2<b5—-z+y, }
und das Vektorfeld f(x) := (vz, yz, zyz)".

a) Skizzieren Sie K und geben Sie Parametrisierungen fiir die drei glatten Flachenstiicke
Fy, F5 und F3 an, die K beranden.

b) Berechnen Sie das Volumenintegral [div f da .
K
c¢) Berechnen Sie den Fluss von f durch die Flachenstiicke F;, Fy und Fj3
Losung:

a) x?+y? <4 : Zylinder mit Radius 2, Achse = z— Achse
Nach unten begrenzt durch z > 0 also z,y— Ebene
Nach oben begrenzt durch Ebene z =5 —x +y

Parametrisierung F; = Boden: Kreisscheibe in x, y— Ebene um Null

7 COS ¢
pi(r,¢) = |rsing |, re0,2], ¢ €[0,2n]
0
Parametrisierung I, = Mantel: 2> +¢y>=4,0<z2< 5—x+y
2cos ¢
pa(p,z) = | 2sing | ¢ €10,27], z € [0, 5 — 2cos ¢ + 2sin ¢
z
Parametrisierung F3 = Dach:
Projektion auf z,y— Ebene = Kreisscheibe, 2 =5 —x +y

7 COS ¢

pa(r, ) = rsin ¢ ,  r€0,2],¢€l0,2n]
5—1rcos¢+rsing
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b) K:x=rcosp, y=rsing,re|0,2], ¢ € [0,27],
0<z<5—rcos¢+rsing
div f(x,y,2) = z+z+ 2y
2 27 5—7 cos ¢+rsin ¢
/ div fd(z,y,2) = // / (22 + r*sin ¢ cos ¢) - r dzdpdr
K o Jo Jo
2 21
Z// 7(5 —rcos¢+rsing)? +r*(5 — rcos ¢ + rsin @) sin ¢ cos ¢ do dr
0o Jo
2 27
:// 7(25 — 107 cos ¢ + 107 sin ¢ + r* — 2r?sin ¢ - cos ¢) d¢p dr
0o Jo
2 2§
+/ 7“3/ isin(2¢)—r0032q§sin¢+rsin2¢cosq§d¢dr
0 0

2
— o / 25 4+ r3dr = 27(50 + 4) = 1087
0

coS @ —rsin ¢ 0
38211 X %Zl = (sigé) X (rcgwb) = (2)

AuBere Normale weist nach unten. Also wéhle

0
_ 9 Op
"= 96 < or (O>

¢) Fluss durch F;:

f(x) = (vz, yz, zy2)T.

Ff(pi(r,0)) = f(rcosg¢,rsing,0) = (0,0,0)"

< f(pi(r,9)), n1>=0 = F£dO =0

Fy

Durch den Boden fliefit nichts!

Fluss durch F5:
—2sin ¢ 0 2 cos ¢
ng X %pQ = | 2cos¢p | x |0] = |2sin¢
o 0z 0 1 0
AuBere Normale weist nach auBen. Vorzeichen des Kreuzproduktes stimmt also!

f(z) = (2z, yz, zy2)T.
f(p2(0,2)) = f(2cos8¢,28in¢,z) = (2zcos¢,2zsin ¢, - ~)T
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< f(p2(9,2)), ng >= 4zcos*(¢p) + 4zsin?(¢) = 4z

2r  5—2cos ¢+2sin ¢ 2w —2cos sin
de — / / 4zdzd¢ — / |:2Z2:|5 2 »+2 ¢d¢
o Jo 0 0

2w

=2 25 — 20 cos ¢ + 20sin ¢ + 4(sin ¢ — cos ¢)*do
0

I3

2
= 1007 + 2 / 4(sin® ¢ — 2sin ¢ cos ¢ + cos® ¢)¢ = 1007 + 167
0

Den Fluss durch F3 kann man als Differenz des Gesamtflusses aus Teil b) und den
Fluss durch F}; und F, berechnen:

/F3 fd0:1087r—/F2 de—/Fl FdO = —8r

Da man genauso gut zunéchst den Fluss fiir F; und F3 rechnen kénnte, um anschlie-
Bend den Fluss durch F, mit Hilfe von Teil b) zu berechnen, wird hier der Fluss durch
F3 zu Kontrollzwecken auch nochmals direkt berechnet.

p3(r, @) = (rcos¢, rsing, 5 —rcos¢ + rsin @)’

cos ¢ —rsin¢ r
Ips X Ops = sin ¢ X T COS ¢ = |-r].
or 0¢ — COS ¢ + sin ¢ rsin ¢ —+ rcos ¢ r

AuBere Normale weist nach oben. Vorzeichen des Kreuzproduktes stimmt also!
f(x) = (22, yz, 2y2)".
F (p3(r,¢)) = (5 —1rcos¢ + rsind)(rcos ¢, rsin ¢, 7 cos ¢ - sin ¢)*
< f(p3(r,9)), ns >= r(5 —rcos¢ + rsing)(r?cos ¢ -sing + rcosd — rsin @)
< f(ps(r,¢)), ng>=r? [%r sin(2¢) + 5(cos ¢ — sin @) + rsin(2¢) — r

—r2cos? ¢ - sin @ + 12 cos ¢ - sin? ¢ |

Da die Stammfunktionen von sin(2¢), cos(¢) und sin(¢) alle 27— periodisch sind,
lassen wir bei der folgenden Integration direkt die entsprechenden Summanden weg.

[ fdo = /02/0% < Flps(r, ¢)).ms > dodr
:—/02/()%7"3(1—l—rcosng-singb—rcosgb~sin2gb)dgz5dr

2 cos’ ¢ sin® ¢, 24
:/0—7‘3(gz5—r s 3 ) dT:—27TZ:—87T

Abgabetermine: 27.01.-31.01.25



