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Analysis III
fiir Studierende der Ingenieurwissenschaften

Blatt 6, Hausaufgaben

Aufgabe 1:

a) Gegeben sei die Menge

2
z Y 2
D = ER?: = -2 < x<4-—
{<y> 2 TS y}

Skizzieren Sie die Menge D und bestimmen Sie den Schwerpunkt von D bei homogener
Massendichte (Masse/Flacheneinheit) p = 2.

Hinweis: Es gilt
Masse: M :/ plx)dx
D

1
Schwerpunkt: X, = ” / p(x)xdx  (komponentenweise)
D

b) Sei K := {(x,y, DT eR a2+ 92 +22<1, 2> O} . Berechnen Sie

| @ =) d(,y.2)

Hinwerse:
- Verwendung von Kugelkoordinaten spart Arbeit.
- Es gilt cos(2t) = cos?(t) — sin®(t) .

Losungsskizze Aufgabe 1:

a) Wie man der Skizze entnimmt gilt

D = {(‘C) GRQ:—2§y§2,y2—2§a:§4—y2}
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Aufgabe 1a, Klausur 21.02.2007

N
T

Zur Berechnung des Schwerpunktes, rechnet man zunédchst die Masse M aus.
2

2 4—y? 2 y
M:/ / pd:cdyzZ/ 4y - L yoay
) %—2 -2 2

3

2
—9 [—yQ +6y] = 4(—4+12) = 32.
)

Fir die y —-Komponente des Schwerpunktes gilt aus Symmetriegriinden : ys =0 .

Fiir die « —Komponente des Schwerpunktes erhédlt man

1 2 4y 1 r2 1 (y* — 4)*
S dd:—/2-— d—ypp - YTy
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b) Ubergang zu Kugelkoordinaten (vgl. Blatt 3p, Aufgabe 2) ergibt mit

R* x [0,27] x [0,5] — R?

P - r r cos ¢ cos 0
¢| — | rsin¢cosf
0 rsin @

Aus der Vorlesung bzw. Hausaufgabenblatt 2 kennen wir bereits: det J ® = 72 cos(ip).
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| 0 =t d(a.y.2) =

2w

13
///r2 (sich,p—cos2 go) cos? 0 - % cos 8 dy df dr
000

2

1
= /r4/cosg(9) (/—Cos2apdg0) df dr = 0.
0o 0 0

IR
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Aufgabe 2:

Gegeben sei das elliptische Rohrstiick

2 2
R CR®, R:81§<§> +(y) <100, —5<z<5,

Das Rohrstiick habe die konstante Dichte p.

Berechnen Sie das Volumen, die Masse und das Tragheitsmoment des Rohrstiicks bzgl. der
y— Achse mittels Integration. Verwenden Sie elliptische Zylinderkoordinaten

x = 3rcos(p), y= 2rsin(y), 2 =z.

Hinweise:

COS2(¢) _ cos(2§5) +1 .

Ohne Taschenrechner muss am Ende kein Zahlenwert berechnet werden. Es gentigt die Inte-
grationsgrenzen in die berechneten Stammfunktionen einzusetzen.

Losungsskizze zu 2:
Wir nutzen elliptische Zylinderkoordinaten:
x = 3rcos(p), y= 2rsin(y), z = 2.
mit r € [9,10], ¢ € [0,27], z € [-5,5].
Fir die Jacobi-Matrix J der Koordinatenransformation gilt

3cos(p) —3rsin(e) 0
det J(r, p, z) = det [2sin(p) 2rcos(p) 0| = 6r.
0 0 1

Fiir das Volumen erhalt man daher

10 5 2 10
V= / / / 6r dp dz dr = 1201 / rdr = 60m(100 — 81) = 11407 .
9 -5 J0 9

Fir die Masse gilt M =V . p = 11407 p .
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Fiir den Abstand a(z,y,2) des Punktes (x,vy,2)T zur y— Achse gilt: a(z,y, 2)? = 2% + 22.
Fiir das gesuchte Trégheitsmoment also:

10 5 2m
0, = p(9r? cos®(¢) + 22) 6r dp dz dr
Y 9 J-5Jo
10 2 (2 1
—6,0/ / / <COS ?) + ) +rz2dodzdr
10 2 10 5
= 6,0/ / l( +z r) gp] dzdr = 6p/ / Irir 4+ 22%rm dz dr
0 9 Jos

250

10 3 3/9]° N 4
= 6p-m [ 907 420 3] dr = 6p-m (4(10 —9)+3(100—81)>
i )

= p- 1.488377643527968 - 10°.

Abgabetermine: 13.01.-17.01.25



