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Aufgabe 1: Gegeben ist das folgende Optimierungsproblem:

Bestimmen Sie die Minima von ~ f(z,y) = 1 — 22y

unter der Nebenbedingung  g(z,y) = 2?4+ 49> —8<0.

a) Gibt es lokale Minima im Innern des zuldssigen Bereiches, d.h. fir
2% + 49% — 8 < 07 Begriinden Sie ihre Antwort.
(Hinweis: lokale Minima im Innern der zuldssigen Menge sind auch lokale Minima des
unrestringierten Problems: min, yegr  f(z,y) =1 —22y.)

b) Bestimmen Sie alle globalen Minima von f unter der Nebenbedingung
glx,y) = 2 + 49> =8 = 0

mit Hilfe der Lagrangeschen Multiplikatoren-Regel. Uberpriifen Sie zunichst die Re-
gularititsbedingung.

Bemerkung: Die Aufgabe kann natirlich auch durch Elimination einer der Variablen
gelost werden. Hier soll aber an einem einfachen Beispiel die neu eingefiihrte Losungs-
methode getibt werden.

¢) Geben Sie alle globalen Minima des Optimierungsproblems (1) an.

(Hinweis: nutzen Sie a) und b))

Losung: (Angegebene Punkteverteilung aus einer dhnlichen alten Klausuraufgabe)
a) Notwendige Bedingung fiir Minimum im Innern:

grad f(z,y) = (—2y, —2z) = (0,0) , also r=y=0.[1 Punkt]

Hinreichende Bedingung tiberpriifen:

Hf(z,y) = ( _02 _02 ) ist indefinit = kein Minimum. [1 Punkt]

b) Regularitatsbedingung:
grad g(z,y) = (2z,8y) # (0,0)7 auf der zuldssigen Menge erfiillt. [1 Punkt]

Eine notwendige Bedingung fiir (lokale) Optimalitat lautet daher:

o\ " 22\ [0\
grad F'(z,y) = grad (f(z,y) + Ag(z,y)) = (_ﬁ) + A <8y> = (0>
g(w,y) = a* +4y* - 8 =0.
[ 1 Punkt]
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Gleichungssystem losen:

-1 : —2xy + 2X\x? =0

y-II: —2xy +8\y? =0

Bildet man die Differenz dieser Gleichungen, folgt
A8y? —22%) =0 = A=0V 22 = 49%.

A = 0 entspricht dem unrestringierten Fall und liefert wieder den inneren Punkt (0,0).
Dieser ist hier, in Teil b), nicht zuléassig.

Also muss 22 = 4% gelten. Dies eingesetzt in die Nebenbedingung ergibt:
%+ 4y? = 4y2—|—4y2;8 — y==*1.
Und damit 2? = 4y?> =4, also z = £2.

Wir erhalten also vier Kandidaten fur lokale Extrema:

=(4). e(3) (1) m ()

Berechnung der Kandidaten : [ 3 Punkte]

Es gilt f(P) = f(P2) =5 und f(Ps) = f(Fy) = —3. Weil die stetige Funktion f auf dem
Kompaktum
{(x,y)T ER? : 22 + 4y -8 = 0}

ihr Minimum annimmt, liegen in P; und P, globale Minima vor. Mit demselben Argument
schliefit man, dass in P, und P, globale Maxima vorliegen miissen. Sie scheiden daher als
lokale Minima aus.

[2 Punkte]

Alternativ, wenn auch unnotig aufwéndig, konnte man hinreichende Bedingungen 2. Ordnung
iiberpriifen.

c¢) Da auch
{@y)" eR: 2 + 42 -8 <0}

kompakt ist, nimmt auch hier die Funktion f ihr Minimum an. Allerdings nicht im Innern
(siehe a)). Also liegt das globale Minimum von f auf dem Rand. Wegen b) kommen dafir
nur P; und P, in frage. Weil wiederum f(P3) = f(P,) gilt, liegen in beiden Punkten
globale Minima fiir (1). [ 1 Punkt]
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Aufgabe 2: Gesucht seien die Extrema der Funktion

f(z,y) = 21In <§> + x + by

unter der Nebenbedingung
g(z,y) = vy —1 =0.

a) Zeigen Sie, dass (wg,y0)7 = (1,1)7 mit einem geeigneten festen A\ ein zulissiger,
stationarer Punkt der Lagrange-Funktion F' = f 4+ Ag ist und iiberpriifen Sie die
Regularititsbedingung im Punkt (zo,y0)? = (1,1)7.

b) Untersuchen Sie den stationdren Punkt (zg,y0)” = (1,1)7 auf seinen Typ hin. Stellen
Sie dazu die Hesse-Matrix H ,,F(zo,y0) auf und iberprifen Sie deren Definitheit
auf dem Tangentialraum ker (Dg(zo, yo)) -

Losung:

a) Esgilt g(1,1) = 1—1=0. Der Punkt (zo,%0)" = (1,1)7 ist also zulissig. [1 Punkt]

Vy(r,y) = (i) = Vg(1,1) = (1

1) . Die Regularitatsbedingung ist also erfillt.
[1 Punkt]

Fir f rechnet man

1
24 +1 ol
o T
Vi(,y) == ; =1 . [1 Punkte]
2L 45 2— +5
z Y

Somit erhélt man fiir einen zulassigen stationdren Punkt der Lagrange-Funktion
F = f + A\g das Gleichungssystem:

2
For=—-4+14+Xy =0,
x

—2
Fy= — 45+ =0,
Y

g=uzy —1=0. [1 Punkt]

Fir x = y= 1 also
2
Fﬁ(l,l):1+1+>\:0<:>)\:—3,
—2

g(1,1)=1—-1=0. [1 Punkt]
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(1,1)T ist also ein stationdrer Punkt der Lagrange-Funktion mit zugehérigem Multi-
plikator A = —3.

b) Mit A = —3 gilt fiir die Hesse Matrix:

- A -2 -3
H, F(z,y) = ( \ y22> — <_3 2) [1 Punkt]

dh. H,,F(1,1) ist indefinit (det H ,,F(1,1) = —13). [1 Punkt]

Tangentialraum:

v = (5) mit Vg(1,1)T - (Zj) =0=x+y=0. [1 Punkt]

Auf dem Tangentialraum:

(1,—1)Hx,yF(1,1)<_11> =(1,-1) (:g _23> (_11> = (1,-1)(_15> =6>0.

[1 Punkt]

d.h. die Hesse-Matrix H ,,F(1,1) ist positiv definit auf dem Tangentialraum. Daher
liegt im Punkt (1,1) ein strenges lokales Minimum vor.
[1 Punkt]
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