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Aufgabe 1: Bestimmen Sie die stationdren Punkte der folgenden Funktionen und klassi-
fizieren Sie diese. Priifen Sie also, ob es sich jeweils um ein Minimum, ein Maximum oder
einen Sattelpunkt handelt.

a) f(x)=aTAz + b"x + ¢ mit
9 -3
T eR?, A = , b = 0 ,  ¢=2024,
Y -3 4 —8

g:R* = R, g(z,y):=2° +y* — 2Tzy + 25.

b)

Losung zu 1:
a)

9 -3
flz,y) = (z,y) ( 5 4 ) <§>+ (6,-8) <§>+2024 = 92°—6xy+4y°+62—8y+2024 .
fe(z,y) = 18 —6y+6=0 < y—1= 3.
fy(z,y) = =62 +8y—8=—62+8(y—1)=—-62+8-3x=0= =10
— y—1=0=y=1.

. . 18 —6 .
Die Hessematrix H f(z,y) = 6 g mit

det(H (z,y)) = 18-8—-36=18-6>0 und (H f(z,y))11=18>0
ist positiv definit. Also liegt ein Minimum vor.

Alternativ:
det(H (x,y) — M) = (18 = A)(8 — \) — 36=0 <= 144 — 26\ 4+ A2 — 36=0
=N —-2.13-A+108=0 «— (A —13)> = 61.

Die Hessematrix hat die zwei positiven Eigenwerte A\, = 13 £ +/61. Also liegt ein
Minimum vor.



Analysis I11, I. Gasser/H. P. Kiani, WiSe 2024/25, Blatt 4, Préasenzaufgaben

b) g(x,y) = a® + y* — 272y + 25.

9e(z,y) = 32?2 — 27y L0 = 2= 9y

2
gy(x,y):3y2—27$40<:>y2:9x<:>x:%

Es gilt also

4
%:9%:%4—93 — 0= y=0Vy=9.

Damit erhalten wir zwei stationidre Punkte P, = (0,0) und P, = (9,9).

6x =27
Hg(z,y) = (_27 6 )

Hg(0,0) = (_%7 _57), H 1(0.9) = (_5;7 _517)

Fiir die Eigenwerte der Hessematrix von P; gilt
N =27 =0 = \=427

Hier liegt ein Sattelpunkt vor.

Fiir die Hesse Matrix von P, gilt

— Hauptunterdeterminanten der Hessematrix sind positiv,
— alternativ: Gerschgorin

— alternativ: Eigenwerte berechnen

(54— N2 -2 =0 <= 54— A\ =427 = A =544+27>0

In P, liegt ein (lokales) Minimum der Funktion.
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Aufgabe 2:

Es sei g(z,y) == y* -z —y-exp(z+y)+2.

a) Zeigen Sie, dass durch g(x,y) = 0 in der Umgebung von Py = (—1,1) implizit eine
Funktion y(z) definiert ist. Es gilt also lokal

g(x,y) =0 = y=f(z), f(-1)=1.

b) Bestimmen Sie das Taylor-Polynom ersten Grades der Funktion f(z) zum Entwick-
lungspunkt zy = —1.

¢) Berechnen Sie f’(—1) mittels impliziter Differentiation.

d) Durch die Relation g(z,y) = y?> -2 —y-exp(z+y)+2 = 0 ist eine Kurve im R?
implizit gegeben.
Warum ist es ausgeschlossen, dass P, ein singuldrer Punkt der Kurve ist?

Priifen Sie ob die Kurve im Punkt F, eine horizontale oder eine vertikale Tangente
hat.

Losung zu Aufgabe 2)

a) g(z,y) = y* -z —y-explr+y)+2 =0

Zunichst stellen wir wegen g(—1,1) = 12-(=1)—(1)-exp(—=1+1)+2 = —1—-1+4+2= 0
fest, dass Fy die Gleichung erfiillt.

Mit gy(z,y) = 2yx —exp(z +y) —y - exp(z +y)
gilt in Py: gy(—1,1) = =2—-1—-1=—-4#0.

Nach dem Satz tiber implizite Funktionen gibt es daher lokal eine Funktion f mit

glz,y) = 0 = y= f(z), f(-1)=1.

b) Es gilt
2
o - y* —yexp(z +y)
f@) = =9:/9y = =5 — exp(z +y) — yexp(z +y)
1-1 0
pony = Lo te0)
—4
und damit

Ti(z;-1) = f(-1)+ f'(-1)(z+1) = 1.
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c)

Alternativ kann man in b) f/(—1) mittels impliziter Differentiation berechnen. Auf
der Losungskurve gilt

L g y@) = = (s~ (o) - exple +y(@) +2)

= 2y(a)y'(x) - & +y(2)* — y(2)" - exp(a + y(z)) — y(z) - exp(z +y(z)) - (1 +y'(2))
= 0.
Einsetzen von 2 = —1 und y(—1) =1 ergibt:
=2y (=1) + 1=y (1) - exp(0) — exp(0) - (1 + /(1)) = —4y'(~1) = 0.
Also f'(—=1) = ¢/(=1) = 0.

Da wir in a) gezeigt haben, dass die Voraussetzungen des Satzes iiber implizite Funk-
tionen fiir mindestens eine Variable erfiillt sind, kann kein singularer Punkt vorliegen.

Aus Teil a) wissen wir bereits, dass der Fy auf der Kurve liegt und dass g,(—1,1) # 0
gilt. Wir priifen noch g, :

9:(2,y) =y* —yexp(z +y),  also g(-1,1)=1"—1-exp(-1+1)=1-¢€"=0.

Es liegt also ein Punkt mit horizontaler Tangente vor.
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