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Aufgabe 1: (6+4 Punkte)

Gegeben ist die Funktion

flz,y,2) =2+ 2z +y* + e"y* cos(2) .

a) Berechnen Sie das Taylor-Polynom zweiten Grades von f mit dem Entwicklungspunkt
o= (x(b Yo, ZO)T = <07 17 7T>T :

b) Zeigen Sie, dass fiir den Betrag des Restglieds Ry(z,y,z) =

folgende Abschétzung gilt:

Losung:

| Ra(,y,2)] < 0.02

f(@,y,2) =2+ 22+ y* + €"y* cos(z),

fe = 2z + €*y* cos(2),
fy = 2y + 2ye® cos(z),
f. =x — e"y?*sin(z),
Jez = ezyZ COS(Z),

fuy = 267y cos(2),

foz =1 —€"y?sin(z),
fyy = 2+ 2€” cos(z),
fy = —2ye®sin(z),
[z = —€"y? cos(z),

f<x7y7 Z) - TQ(mﬁyVZ)

Ve = (2,9,2)7 € R®: |z — ¢l <0.1.

f(0,1,7) =2+ 1+ cos(m) =2.

f:(0,1,m) =7 —1
FOL ) 220
fz(O,].,ﬂ') =0—-0=0

For(0,1,7) = -1
fay(0,1, ) = =2
fon(0,1,7) = 1
Fou(0,1,7) =2 -2 =0
fy=(0,1,m) =0
f2(0,1,m) =1
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r — X
T2<£L',y,2) = f(07177r) + gI‘adf(O,l,ﬂ')T Y—"%Yo
zZ— 20
1 T — 2o
—l—5(x—xo,y—yo,z—zo)Hf(O,l,w) Y — Yo
zZ — 20

= f(O,l,?T) + far(ovlaﬂ-)($ _O) + fy<0a177r)(y_ 1) + fz(O,l,’]T)(Z—ﬂ')
1 -1 -2 1 z—0

+-(r,y—1l,z—m)|-2 0 O|]|y—1

2 1 0 1) \zox

2

2
:2+7Tx—x—%—2x(y—1)+x(z—7r)+

(2 —m)
2
Alternative Notation:

Ty(z,y,2) = f(0,1,m) + fo(0,1,m)(z — z0) + f,(0,1,m)(y — o) + £:(0,1,m)(z — 20)
+ 21, (fex0,1,7)(x = 0)% + 22, (0, 1, 7) (= 0)(y — 1)
+2£2:(0,1,7)(x — 0)(2 — ) + £, (0,1, ) (y — 1)
+2£,2(0,1,m)(y = 1)(z = 7) + £-:(0,1,7)(2 — 7)?)

2 PR
:2+7rx—x—x2—2x(y—1)+x(z—7r)+(z ™)

2
b)

o= (), o <112
Juwy = 2ye”* cos(z), | oyl < 2.2+ €01
foze = —€"y?sin(z), | fows| < 1.12- €01
fwyy = 2e” COS(Z)’ |facyy| < 201
Jayz = —2€%ysin(z), | fogs] < 2.2 €0
frer = —€"y? cos(2), | o] < 1.12 - 01
fyyy =0,
fyy> = —2€%sin(z), | fyy=] < 2%

vey = —2€7y cos(2), | fyez] < 2.2 €01
foze = €%y sin(2), | fons] < 1.12. 01

Eine gemeinsame obere Schranke fiir die Betrdge der dritten Ableitungen ist zum
Beispiel

C:=44=22-4% > 22.¢e%5 > 22.01,

Als Schranke fiir den Fehler erhélt man

33 9 9.-22 198
|Ro(,y, 2)| §§-C-||:c—ac0||io 35-4.4-0.13: = < 0.02.

1000 1000 '



Analysis I11, I. Gasser/H. P. Kiani, WiSe 2024/25, Blatt 3, Hausaufgaben 3

Aufgabe 2

Hinweis: Zur Losung dieser Aufgabe brauchen Sie keine einzige Ableitung genau auszurech-
nen!
Berechnen Sie das Taylor-Polynom zweiten Grades T5 zur Funktion

:E—i—y)
2

f(z,y) = zy + cos(x) e’ 4 sin(
. . 0 . . .
mit dem Entwicklungspunkt xo = <O> und zeigen Sie, dass fiir alle

(z,y)" €R?* mit |z] < 0.15, |y| < 0.2
die folgende Abschatzung gilt

’RQ (l’,y;Xo)‘ = ’f<x>y) - T2 (x7y;X0)’ < 0.05.

Losung 2:
Der polynomiale Term xy wird exakt wiedergegeben.

Unter Verwendung der Potenzreihen von cos, sin, exp erhalten wir

22 ol g2 P
y _ _ AR A
cos(z) e —(1 2!+4!:F...> (1—1—1'—1— +3':F...
1 2 2
Y Yy x
1+F+§—§+Termem1tPotenz >3
und z+y T+yY\3
Sm(x—i-y) =2 _ 5 + Terme mit Potenz > 3.
2 1! 3
Damit erhalten wir
2 2 2 2
Y x T +y 3y Y
o(z,y) = zy + —|—y+2‘ 5 5 —|—3cy—|—2+2 2!—1—2 [4 Punkte]

Fir die Fehlerabschiatzung benotigen wir eine obere Schranke fiir die Betrdge der dritten
Ableitungen von f. Diese sind alle von der Form

(£ sin(x) bzw. +cos(z)) - ¥ — 55 cos(%5¥) . Damit folgt (ohne Taschenrechner)

1 1 1
| dritte Ableitungen | < e™? + 5 < e + g < Va+ 3 < 24 VzreR, |yl <0.2. [2 Punkte

und
23 24 4.8-8 256 3

(0.2 = :
1 (02) 10~ 10000 _ 10000 ~ 100

|R2('T7y;X0)‘ S 3

[1 Punkt]
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