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Aufgabe 1: (2+2+2+4 Punkte)
Berechnen Sie die Jacobi-Matrizen folgender Funktionen und deren Determinanten.

Uberall wo die Determinante der Jacobi-Matrix nicht verschwindet, ist die jeweilige Funktion
umkehrbar. Fir welche Werte der Variablen verschwinden die Determinanten der Jacobi-
Matrizen der gegebenen Funktionen?

R x R — R? R x R — R?

(1 . [ .

£ AT % + 92 £ u) u — 2v

Y Ty v u

f[3] _ fmo f[l}
R* x [0,27] x [-2,5] = R*, a,b,ce R

f[4} _ r a -7 -cosocosb

¢| = | b-r-sin¢cosb

0 c-r-sinf

Tipp zu f 4. Fiir die Transformation von Kugelkoordinaten auf kartesischen Koordinaten
T r cos(¢) cos(6)

g :Rx[0,2n] x [-Z, 2] - R, g |o| = |rsin(g)cos()
g rsin(6)

gilt nach Vorlesung

det(J g (r,¢,0)) = r*cos(h).

Losung 1:

f[l](x,y) _ <x2+y2 )

Ty

Y

Die Determinante verschwindet fir y = +x.

JF = (236 i ) et Jf(z, y) = 22 - 1P).



Analysis I11, I. Gasser/H. P. Kiani, WiSe 2024/25, Blatt 2, Hausaufgaben 2

u

£ 0) (u—QU )

JfP (u,v) = G _02> , det JFH (u,v) = 2.

Die Determinante verschwindet nie.

f[3] _ f[Q]o f[l}

2 — 2y 2y — 2x
3 _ 2 _ y 2y
det J fB(z,y) =det J P det JfU(z,9)=0=

det J £ =0V det Jf[l](x,y) =0« |z]| =y

a-1-cosocosl
f[4](7“,gz§,9) = |b-r-singcosh

c-r-sinf

acos¢cost —arsingcosf —ar cos ¢sinb
csin 6 0 crcos 6

J W (r,0,0) = (bsingbcosé brcos¢cosf  —br sin ¢sinf

Direkte Berechnung der Determinante:

cospcosf —rsin¢pcost
singcosf rcos¢@cost

—rsingcosf —r cos ¢sinf

) . + rcosf
rcos¢gcosf) —r sin ¢sinf

det JfW =a-b-c <sin9

)

=a-b-c-sinf (r2 sin @ cos f(cos® ¢ + sin® qb))
+a-b-c-rcosb (7“ cos? 0(cos® ¢ + sin’ (b))
=a-b-c-r’cosf(cos’d+sin’0) = a-b-c-r’cosb,
Alternativ: Unter Verwendung des Ergebnisses aus der Vorlesung und der Kettenregel erhalt
man mit wesentlich weniger Arbeit
fW=hog mit h(z,y, 2) = (ax,by,cz)” und damit
JfW=Jh Jg und det(J f¥) =det(J h)-det(J g)

Offensichtlich gilt

Jh(

det(J fUN(r, ¢,0) = abe - 12 cos(6) .

)

0
b
0

o O 2
o O

) und det(J h) = abc.

Die Determinante verschwindet nur fir r = 0 ¢ R™ oder 6 = £7 .
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Aufgabe 2: (34+-3+4 Punkte)
Gegeben sei die Funktion f:R?* - R mit f(x):= -2 — y? + 22+ 2.

a) Geben Sie eine Gleichung fiir die Niveaufliche N go der Funktion f im Punkt x° =

(1,2,3)T an, und berechnen Sie den Gradienten von f in x°.

b) Berechnen Sie die Richtungsableitungen D 4,11 f( ) fir j = 1,2,3,
vl = (1,1,1)T, v@ = (1,1,0)7, vB = (1,0,0)T
und wll = 27 Konnen Sie fiir j = 1,2,3 entscheiden, ob es sich bei w ! um

ol
eine Aufstiegs- oder Abstiegsrichtung handelt?

c¢) Berechnen Sie die Richtungsableitung D g f(x°) fiir @ = 1/v/17(0,—4,1)" . Handelt
es sich um eine Aufstiegs- oder Abstiegsrichtung?
Berechnen Sie den Funktionswert im Punkt «® + 2/17 .
Ergibt sich da nicht ein Widerspruch?
Berechnen Sie nun den Funktionswert im Punkt =+
Erklaren Sie Thre Ergebnisse.

<)
~

v .

Losung 2:

a) Auf der gesuchten Niveauflache gilt

—? — P+ 22+ 2=-12-224+24+3=0.

Vf(r,y,z) = (—2x+2,—2y, 1)T
vf(L 27 3) = (07 _47 1)T

b) Dyuf(x?) =V L oll= %(0—44— 1) <0 : Abstiegsrichtung.

V3
Dywaf(x?) = V(T % vl = \%(0—4—#0) < 0 : Abstiegsrichtung.

Dyef(x®) = Vf(x®T - vB =04+0+0 =0 : Es kann eine Abstiegs- oder eine
Aufstiegsrichtung vorliegen oder eine Richtung, in der die Funktion konstant bleibt.

Wir schauen etwas genauer hin:
f(2°4+ Az vB) - f(2%) = -1+ Az)? =22 +2(1 + Az) + 3= —-Az* <0

Es geht also ebenfalls abwérts.

Dy f(x’) = v Vf(x") =
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v ist eine Aufstiegsrichtung ( sie ist sogar die Richtung des steilsten Anstiegs).
f(x°+2/179) = f(1,-6,5) = -1 -36+2+5=—30.

Offensichtlich ist dieser Funktionswert kleiner als f(x %) = 0.
f(x°+05/179) = £(1,0,3.5) = 45 > f(x°) =0.

Des Ratsels Losung: Aussagen tiber Anstieg, Abstieg etc. sind i.d.R. nur lokale Aussa-
gen.

Das Bild zeigt die Niveauflichen der drei Punkte £°+0.5-v/17%, °, °+2V17v .
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Abgabe: 04.-08.11.24



