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Blatt 1, Hausaufgaben

Aufgabe 1:

a) Berechnen Sie alle partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung fiir die Funktio-

nen:
— cos?(x)eY
s(z,y,2) == xyz sin(z + y + 2), g(x,y, 2) = i> '

b) Berechnen Sie fiir die Funktion f: R® — R
f(l', Y, Z) = a’rCta’n(x)ey + Sin(x) hl(l + yQ)»Z + :U2e'22

die Ableitung f,,. sowie V f(x,y,z).

Losungshinweise zur Aufgabe 1:

a)
s(z,y, z) ==xyz sin(x + y + 2),
se(x,y, 2) =yz sin(z + y + 2) + zyzcos(x +y + 2)
Sea(2,y, 2) =2yz cos(z +y + 2) — zyzsin(z +y + 2)
Say(2,y, 2) =(2 — zyz) sin(z +y + 2) + (vz+ yz) cos(x +y + 2)
Alle anderen Ableitungen ergeben sich sofort aus Symmetriegriinden denn die Varia-
blen z,y,z sind vertauschbar. Man erhélt also zum Beispiel durch Vertauschen der
Rollen von x und z:
Say(X,y,2) = Sy.(2,y, 2) = (v — 2yz) sin(x +y+ 2) + (22 +yx) cos(x +y + 2)
Oder zur Berechnung von s,, durch Vertauschen der Rollen von  und y in s.,
Syy(x,y,2) = 222 cos(x +y + 2) — zyzsin(z +y + 2)
Zur Berechnung von s,. tauscht man in s, die Rollen von y und z:
Sez(,y,2) = (y — 2yz) sin(z +y + 2) + (vy +yz) cos(x +y + 2)

und so weiter.
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cos?(x)eY

Ein Ableiten von g(x,y,z2) = nach y verdndert die Funktion nicht. Daher

gilt:

—2 cos(x) sin(z)e?

gﬂ?(‘raya Z) = >
cos?(z)eY
gy(xa Y, Z) :g<x7ya Z) = L
cos®(z)e?
gz(l‘a Y, Z) :gzy(xa Y, Z) = - T .
(—2cos?(z) + 2sin?(x)) e¥
gm(x,y,z) = 9 gwy(x7y7 Z) :gx<33'73/72)7

z
_ 2cos(x) sin(z)eY

ga:z(xayyz) 22 ) gyx(x>yv Z) :gx($7yaz) )

gyy(xayvz) :g(l’7y, Z), gy2<x7yvz) :gZ(x7y7Z)7

gzx($a Y, Z) :gxz(xa Y, Z) ) gzy<x> Y, Z) :gz<x7 Y, Z) )
2 cos®(z)e?

gzz(xa Y, Z) = T

b) Zur Berechnung der dritten Ableitung f,,. von
f(z,y,2) = arctan(z)e? + sin(z) In(1 + y?)z + 22>
macht es sinn zuerst nach y oder z abzuleiten. Zum Beispiel so:
Fo(x,y,2) = 0+sin(z) In(1 + ) + 2222

+0

. 2y
fuelay.2) = sin(e)

+y
2y cos(x)
faya(,y, 2) = W
fola,y, 2) T + cos(z) In(1 + y?)z + 2ze)
Vi(x,y) = | fylz,y,2) | = arctan(x)e? + sin(x) lzfyi
f(z,y, 2) sin(z) In(1 + y2) + 2z22¢*”
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Aufgabe 2: Die Funktion

ule, )= sin (QL”(:U +et)) + sin (2;(:5 ~a))]

beschreibt ndherungsweise die Auslenkung des Punktes x € [0, L] einer schwingenden Saite

der Lange L zum Zeitpunkt ¢ > 0 mit den Anfangsdaten
2
u(z,0) = sin % = Auslenkung zum Zeitpunkt ¢ =0 und

ui(z,0) = 0 = Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢ = 0.

a) Berechnen Sie die Auslenkung in den Endpunkten der Saite, die sogenannten Randda-
ten u(0,t) und w(L,t).

0? 0?
b) Zeigen Sie, dass u die Wellengleichung 4 cz—u erfullt.

o2 0x?

¢) Versuchen Sie die Form der Saite fir ¢t =0, é, 4%, é, 2%, % zu skizzieren.

Hinweis: sin(a + b) + sin(a — b) = 2sin(a) cos(b) .
Losung zur Aufgabe 2:

a) u(0,t) = u(L,t)=0.

b) Ableitungen ausrechnen und einsetzen!

ug(x,t) = ; . 2; [cos (2;(:1: + ct)) + cos <2£T(x = ct))]
Ugz (T, 1) = % : 2; [—sin (2;(3: + ct)) — sin (22(33 - ct))}
w(z,t) = ; ) QZW [cos (217;(3: + ct)) — Cos (22(:6 — ct))]

uy(x,t) = em zem [— sin (2;@ + ct)) — sin (22(:6 - ct))] = gy (z,1)

Bemerkung: In den Anwendungen ist die Situation genau umgekehrt: Gesucht wird eine
Losung der Wellengleichung

0%u ,0%u

52— C a2 = © (x), Ve el0,L], t>0
bei vorgegebenen Anfangswerten, hier
2
u(z,0) = sin (7) : und u(z,0) =0, Ve l0,L]

und vorgegebenen Randbedingungen, hier

u(0,t) = u(L,t) =0, vVt > 0.
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c) Mit Hilfe des Hinweises: sin(a + b) + sin(a — b) = 2sin(a) cos(b) erhalten wir

u(z,t) == ; [sin (%’r(:v + ct)) + sin (%’r(:v - ct))} = sin (2%“> - oS (%)
u(x,0) = sin (%x) cos(0) = sin (2%95) :

u(z, &) =sin (2‘%”> - cos (26‘3:;) = sin (229”) -cos() = 3 u(x,0)

Analog rechnet man

u(z, L) =sin (2”71) ccos(2 - c- £) = sin (2%“) -cos(5) =0
2

u(z, L) = sin (2%””) -cos(2m) = u(z,0).



