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Aufgabe 1: (7 Punkte)

Bestimmen Sie und klassifizieren Sie alle lokalen Extrema von f : R2 → R

f(x, y) = 8x − 9
2y

unter der Nebenbedingung

g(x, y) = 16x2 + 9y2 − 25 = 0

mit Hilfe der Lagrangeschen Multiplikatoren-Regel. Überprüfen Sie zunächst die
Regularitätsbedingung.
Lösung:

Regularitätsbedingung:
grad g(x, y) =

(
32x
18y

)
=
(

0
0

)
⇐⇒

(
x
y

)
=
(

0
0

)
(

0
0

)
ist nicht zulässig. Die Regularitätsbedingung ist auf der zulässigen Menge

erfüllt. [1 Punkt]

Eine notwendige Bedingung für (lokale) Optimalität lautet daher:
grad F (x, y) = grad (f(x, y) + λg(x, y)) = 0 .

Wir erhalten das Gleichungssystem

fx + λgx = 8 + λ · 32x = 0, (=⇒ λ ̸= 0)

fy + λgy = − 9
2 + λ · 18y = 0

g(x, y) = 16x2 + 9y2 − 25 = 0 . [ 1 Punkt]

Gleichungssystem lösen: Es gilt λ ̸= 0
I : 8 + 2 · 16λx = 0 =⇒ x = − 1

4λ

II : −9
2 + 2 · 9λy = 0 =⇒ y = 1

4λ
.

Also y = −x . Dies eingesetzt in die dritte Bedingung liefert

g(x, x) = 16x2 + 9x2 − 25 != 0 =⇒ x2 = 1 .
Wir erhalten also zwei Kandidaten für lokale Extrema:

P1 =
(

−1
1

)
, P2 =

(
1

−1

)
.

Berechnung der Kandidaten : (3 Punkte)

Klassifikation [ 2 Punkte]

Der Rand einer Ellipse ist abgeschlossen und beschränkt, daher genügt bei zwei
Kandidaten der Vergleich der Funktionswerte.
f(−1, 1) = −8 − 9

2 = −25
2 , f(1, −1) = 8 + 9

2 = 25
2 .

In P1 liegt ein (das globale) Minimum und in P2 ein (das globale) Maximum.
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Alternativ berechnet man die Hessematrix

H F (x, y) =
(

32λ 0
0 18λ

)

Für P1 gilt λ1 = 1
4 also

H F (−1, −1) =
(

8 0
0 9

2

)
(psitiv definit)

Hier liegt ein Minimum vor.
Für P2 gilt λ2 = −1

4 also

H F (1, 1) =
(

−8 0
0 −9

2

)
(negativ definit)

Hier liegt ein Maximum vor.
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Aufgabe 2: (4 Punkte)

Gegeben sei der halbe Kreisring
D :=

{
(x, y)T ∈ R2; 1 ≤ x2 + y2 ≤ 9, y ≥ 0

}
mit der Massendichte ρ(x, y) = 3 − y.

Berechnen Sie die Masse m von D .
Lösung:

Wir gehen über zu Polarkoordinaten
x = r cos(ϕ), y = r sin(ϕ), r ∈ [1, 3], ϕ ∈ [0, π] (1 Punkt)

und erhalten für die Masse m

M =
∫ 3

1

∫ π

0
ρ(x(r, ϕ), y(r, ϕ)) r dϕdr

=
∫ 3

1

∫ π

0
(3 − r sin(ϕ)) r dϕdr (1Punkt)

=
∫ 3

1

[
3rϕ + r2 cos(ϕ)

]π
0

dr =
∫ 3

1

(
3r(π − 0) + r2(−1 − 1)

)
dr

= 3π

[
r2

2

]3

1
−
[

2r3

3

]3

1
= 3π

2 (9 − 1) −
(2

3(27 − 1)
)

(2 Punkte)

=12π − 52
3 .
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Aufgabe 3: (5 Punkte)

a) Zeigen Sie, dass die Funktion g : R3 → R3

g(x, y, z) = (x + 1
2yz , −y + z , −y)

kein Potential besitzt.

b) Berechnen Sie das Kurvenintegral
∫

c
g(x, y, z)d(x, y, z)

entlang der Kurve

c(t) =

 t
sin( t

2)
cos( t

2)

 c : [0 , π] → R3.

Lösung

a) Es gilt zum Beispiel
(g1)z ̸= 0 = (g3)x

es gibt also kein Potential zu g. (1 Punkt)

b) (4 Punkte) ċ (t) =

 1
1
2 cos( t

2)
−1

2 sin( t
2)

 , g ( c (t)) =

t + 1
2 sin( t

2) cos( t
2)

− sin( t
2) + cos( t

2)
− sin( t

2)

 .

< g(c(t)), ċ(t) > = t + 1
2 sin( t

2) cos( t

2)

+ 1
2 cos( t

2)
(

− sin( t

2) + cos( t

2)
)

− 1
2 sin( t

2)
(

− sin( t

2)
)

= t + 1
2

(
cos2( t

2) + sin2( t

2)
)

= t + 1
2 .∫

c
g(x, y, z)d(x, y, z) =

∫ π

0
< g(c(t)), ċ(t) > dt

=
∫ π

0
t + 1

2 dt =

= t2

2 + t

2

∣∣∣∣∣
π

0
= π2 + π

2 .
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Aufgabe 4: (1+3 Punkte)

Gegeben sei das Vektorfeld

f : R2 → R2, f (x, y) =
(

xy + tan(e−x2)
x2 − cos(e−y2)

)
.

a) Berechnen Sie die Rotation rot f (x, y) .

b) ∂D bezeichne den mathematisch positiv orientierten Rand des Dreiecks

D :=
{(

x
y

)
∈ R2 : 0 ≤ x ≤ 2, 0 ≤ y ≤ 2 − x

}
.

Berechnen Sie das Integral
∫

∂D
f (x, y) d(x, y) .

Lösung:

a)
rot f (x, y) = (f2)x − (f1)y = 2x − x = x. (1 Punkt)

b) Nach dem Greenschen Satz gilt:

I :=
∫

∂D
f (x, y) d(x, y) =

∫
D

rotf(x, y) d(x, y) (Ansatz: 1 Punkt)

Also

I =
∫ 2

0

∫ 2−x

0
x dy dx =

∫ 2

0
x [y]2−x

0 dx (1 Punkt)

=
∫ 2

0
(2x − x2) dx =

[
x2 − x3

3

]2

0
= 4 − 8

3 = 4
3 . (1 Punkt)


