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Aufgabe 1: (7 Punkte)
Bestimmen Sie und klassifizieren Sie alle lokalen Extrema von f: R? — R
9
flay) = 8x -y
unter der Nebenbedingung

g(x,y) = 162> +9y* —25 = 0
mit Hilfe der Lagrangeschen Multiplikatoren-Regel. Uberpriifen Sie zunichst die
Regularitatsbedingung.
Losung:
Regularitatsbedingung:
gradg(z,y) = (537) =

0 z\ _ (0
() =) =0
(g) ist nicht zuldssig. Die Regularitdtsbedingung ist auf der zulédssigen Menge
erfiillt. [1 Punkt]
Eine notwendige Bedingung fiir (lokale) Optimalitiat lautet daher:
grad F(z,y) = grad (f(z,y) + Ag(z,y)) = 0.
Wir erhalten das Gleichungssystem

fot+Age =8+ X-32x = 0, (= A#0)
9
fy+Agy = -5t A-18y = 0
g(x,y) =162 +9y*> — 25 =0. [ 1 Punkt)]

Gleichungssystem losen: Es gilt A # 0
I: 842 16lx=0= 2= —4
II: =242 90y=0= y= 2.

Also y = —x . Dies eingesetzt in die dritte Bedingung liefert
g(z,2) =162% + 922 — 25 = 0 = 22 =1,

Wir erhalten also zwei Kandidaten fir lokale Extrema:

-1 1
i) e ()
Berechnung der Kandidaten : (3 Punkte)

Klassifikation [ 2 Punkte]

Der Rand einer Ellipse ist abgeschlossen und beschrankt, daher gentigt bei zwei
Kandidaten der Vergleich der Funktionswerte.

f-1L)=-8-5=-2  f1,-1)=8+5=2%

In P; liegt ein (das globale) Minimum und in P, ein (das globale) Maximum.
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Alternativ berechnet man die Hessematrix

32\ 0
#ren- (7 )

Fir P, gilt A\ :% also
8

HF(-1,-1)= (0

o O

) (psitiv definit)

Hier liegt ein Minimum vor.

Fir Py gilt Ay = —i also

H F(1,1) = <_8 09> (negativ definit)
2

Hier liegt ein Maximum vor.
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Aufgabe 2: (4 Punkte)
Gegeben sei der halbe Kreisring
D = {(:L’,y)T ERYL 1<22+92<9,y> 0}
mit der Massendichte p(z,y) = 3 —yv.
Berechnen Sie die Masse m von D.
Losung:
Wir gehen tiber zu Polarkoordinaten
x = rcos(¢), y= rsin(¢), r € [1,3], ¢ € [0, 7] (1 Punkt)

und erhalten fur die Masse m

M= [ [ olatr, 6), 0, 0)) r doir
- /13 /OW (3— rsin(¢)) rdédr  (1Punkt)

- /13 [3T¢+ TQCOS((ﬁ)};T dr = /13 (37’(7T_0)+ 7“2(—1—1)) dr

r2]? 2r3]° 3T 2
=37 |l—] — = =Z=0O-1)—(=(27-1 Punk
3%[2]1 [3]1 2(9 ) (3(27 )) (2 Punkte)
52
127 — 22,
T3
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Aufgabe 3: (5 Punkte)
a) Zeigen Sie, dass die Funktion g:R? — R3

1
g(x,y,2) = ($+§yz, —y+z, —y)

kein Potential besitzt.

b) Berechnen Sie das Kurvenintegral

/ 9(z,y,z)d(z,y, 2)

c

entlang der Kurve

t
c(t) = |sin(%) c: [0, 7] = R
cos(%)
Losung
a) Es gilt zum Beispiel
(91): # 0= (g3)a
es gibt also kein Potential zu g. (1 Punkt)
1 t+ Lsin(}) cos(%)
b) (4 Punkte) ¢(t) = | scos(i) |, g(c(t)) = | —sin(%) 4 cos(3)
—2sin(%) —sin($)
. 1.t t
< gle(t),e(t) > =t+ 5 sm(i) cos(g)

+ ;cos(;) (- sin(z) + cos(3))
— ;sin(;) (— sin(é)) =t+ ; (COSQ() + Sin2())
. ;

1
= [ t4-dt=
0 +2
B t2+t”_7r2+7r
2 2, 2
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Aufgabe 4: (143 Punkte)
Gegeben sei das Vektorfeld

f R*—= R? f(x,y) = (x;g—i—tan(eQ)) .

x* — cos(e™ V")

a) Berechnen Sie die Rotation rot f (z,vy) .

b) 0D bezeichne den mathematisch positiv orientierten Rand des Dreiecks

D= {(‘;) ER?:0<2<20<y< 2—x}.

Berechnen Sie das Integral /a f(z,y)d(z,y).
D

Losung:

a)
rot f(z,y) = (f2)e — (fi)y = 20— = x. (1 Punkt)

b) Nach dem Greenschen Satz gilt:
I ::/ f(x,y)d(z,y) = / rot f(z,y) d(x,y) (Ansatz: 1 Punkt)
oD D

Also

2 2z 2
I :/ / rdydr = / z[y)2" do (1 Punkt)
0 Jo 0

SL’S

2 ’ 8 4
:/0 (20 — ) dr = [x2—3]0:4—3 =3 (1 Punkt)



