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Aufgabe 1: ( 4 Punkte)
Bestimmen und klassifizieren Sie das lokale Extremum der Funktion f : R2 → R

f (x, y) := x2 − 4xy + 36y2 − 10x − 12y .

Lösung:

fx(x, y) = 2x − 4y − 10 = 0 ⇐⇒ x = 2y + 5.

fy(x, y) = −4x + 72y − 12 = −8y − 20 + 72y − 12 = 0 ⇐⇒ 64y = 32

⇐⇒ y = 1
2 =⇒ x = 6. [2 Punkte]

Als Hessematrix erhalten wir H(x, y) =
(

2 −4
−4 72

)
. [1 Punkt]

Die Hessematrix ist positiv definit, denn
H11 = 2 > 0 und det (H) = 144 − 16 > 0 .

Alternativ:
(2 − λ)(72 − λ) − 16 = 0 ⇐⇒ λ2 − 74λ + 144 − 16 = λ2 − 74λ + 128
liefert die positiven Nullstellen
λ1,2 = 37 ±

√
372 − 128︸ ︷︷ ︸

<37

> 0.

Also liegt ein Minimum vor. [1 Punkt]
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Aufgabe 2:

a) Bestimmen Sie ein Potential für die Funktion f : R3 → R3

f (x, y, z) = (2xy2 , z + 2yx2 , y)T .

b) Berechnen Sie das Kurvenintegral
∫

c
f (x, y, z)d(x, y, z)

entlang der Kurve

c (t) =

 t + 1
t2 + 2

t3

 c : [0 , 1] → R3.

Lösung

a) Sei Φ ein Potential für f . Dann gilt

Φx = 2xy2 , Φy = z + 2yx2 , Φz = y.

Φx = 2xy2 ⇐⇒ Φ(x, y, z) = x2y2 + c(y, z)

Φy = 2yx2 + cy(y, z) != z + 2yx2 ⇐⇒ cy(y, z) = z

⇐⇒ c(y, z) = yz + d(z) =⇒ Φ(x, y, z) = x2y2 + yz + d(z)

Φz = y + d′(z) != y =⇒ d′(z) = 0 =⇒ d = Konst.

Also haben wir mit Φ(x, y, z) = x2y2 + yz ein Potential für f gefunden.

b) Es gilt c (0) =

1
2
0

 , c (1) =

2
3
1


und damit Φ( c (0)) = 4 ,
Φ( c (1)) = 22 · 32 + 3 = 39 .
Für das Kurvenintegral erhalten wir also

∫
c

f(x, y, z)d(x, y, z) = Φ(c(1)) − Φ(c(0))

= 39 − 4 = 35.
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Aufgabe 3) (5+1+3+1 Punkte)

Gegeben sei die halbe Kugel K :=


x

y
z

 ∈ R3 : x2 + y2 + z2 ≤ 25 , z ≥ 0


und das Vektorfeld f (x, y, z) =

z2 + x2

x2 + y
2z + 1

 .

a) Berechnen Sie das Integral
∫

K
div f (x, y, z) d(x, y, z) .

Hinweis: Je nach dem in welcher Reihenfolge der Variablen Sie integrieren,
könnte folgendes nützlich sein:

2 cos2(α) = cos(2α) + 1.

b) Der Körper K wird berandet durch ein ebenes Flächenstück B und ein
nicht ebenes Flächenstück M . Geben Sie eine Parametrisierung für das
ebene Flächenstück B an.

c) Berechnen Sie den Fluss von f durch das ebene Flächenstück B .

d) Wie groß ist nach den Teilen a) und c) der Fluss von f durch das nicht
ebene Flächenstück M .

Lösung:

a) div f (x, y, z) = 2x + 1 + 2 = 2x + 3 . (1 Punkt)
Zur Berechnung des Integrals nutzen wir Kugelkoordinaten und erhalten
mit
x = r cos(ϕ) cos(θ) , y = r sin(ϕ) cos(θ) , z = r sin(θ) ,
0 ≤ r ≤ 5, 0 ≤ ϕ ≤ 2π, 0 ≤ θ ≤ π

2 . (1 Punkt)∫
K

div f(x, y, z) d(x, y, z)

=
∫ 5

0

∫ π
2

0

∫ 2π

0
(2r cos(ϕ) cos(θ) + 3) · r2 cos(θ) dϕ dθ dr (1 Punkt)

=
∫ 5

0

∫ π
2

0

[
2r3 cos2(θ) sin(ϕ) + 3r2 cos(θ)ϕ

]2π

0
dθ dr

=
∫ 5

0

∫ π
2

0
6πr2 cos(θ) dθ dr =

∫ 5

0
6πr2 [sin(θ)]

π
2
0 dr

= 2π
∫ 5

0
3r2 dr =

[
2πr3

]5
0

= 250π. (Rechnung 2 Punkte)

b) Der Körper ist berandet durch ein ebenes Stück B (wie Boden) mit der
Parametrisierung:

p(r, ϕ) :=

r cos(ϕ)
r sin(ϕ)

0

 , r ∈ [0, 5], ϕ ∈ [0, 2π], (1 Punkt)

und der oberen Hälfte einer Kugeloberfläche M .
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c) [3 Punkte]
Für den Fluss durch B rechnet man:

∂p

∂r
=

cos(ϕ)
sin(ϕ)

0

 ∂p

∂ϕ
=

−r sin(ϕ)
r cos(ϕ)

0


∂p

∂r
× ∂p

∂ϕ
=

0
0
r

 f(p(r, ϕ)) =

 egal
egal

1



< f,
∂p

∂ϕ
× ∂p

∂r
> = −r .

wir erhlaten also den Fluss∫ 5

0

∫ 2π

0
< f,

∂p

∂ϕ
× ∂p

∂r
> dϕdr =

∫ 5

0

∫ 2π

0
−r dϕdr

=
∫ 5

0
−2πrdr = −25π .

d) Nach dem Satz von Gauß gilt:
Gesamtfluss durch Oberfläche von K = Fluss durch B + Fluss durch M

=
∫

K
div (x, y, z) d(x, y, z)

Damit erhält man für den Fluss durch die gewölbte Fläche M

250π + 25π = 275π. (1 Punkt)


