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Aufgabe 1: ( 4 Punkte)

Bestimmen und klassifizieren Sie das lokale Extremum der Funktion f: R? — R

f(z,y) = 2* — 4wy + 36y — 102 — 12y .
Losung:

folz,y) =20 —4y—10=0 < z = 2y + 5.
fylx,y) = =4+ T2y — 12 = -8y —20+ 72y — 12 = 0 <= 64y = 32

1
= y=3 — v = 6. [2 Punkte]
2 —4
Als Hessematrix erhalten wir H(x,y) = ( A 72) : [1 Punkt]

Die Hessematrix ist positiv definit, denn

Hi;=2>0 und det(H) =144 —-16>0.

Alternativ:
(2=XN)(T2=X)—16=0 <= A2 — T4\ + 144 — 16 = \? — 74\ + 128
liefert die positiven Nullstellen

Ao = 37+ V372 — 128 > 0,
——

<37

Also liegt ein Minimum vor. [1 Punkt]
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Aufgabe 2:

a) Bestimmen Sie ein Potential fiir die Funktion f:R3? — R?
floy2) = Quy*, 2+ 2y2”, y)".

b) Berechnen Sie das Kurvenintegral

/. f@ydey2)

entlang der Kurve

ct) = [t +2 c :[0,1] - R

Losung

a) Sei @ ein Potential fir f. Dann gilt

o, = 2xy?, o, = 24+ 2y2?, O, =uy.

o= O(n,y,2) = 2+ ey, 2)

d, = 2zy
®, = 2yr® + ¢,(y, 2) = 242927 = c,(y,2) = 2

= c(y,2) = yz + d(z) = ®(z,y,2) = 2%y* + yz +d(2)
O, = y+d(z) =y = d(z) =0 = d= Konst.

Also haben wir mit ®(z,y,z) = z%y*> + yz ein Potential fiir f gefunden.

1 2
b) Esgilt ¢(0)= 12|, c¢(1)= |3
0 1

und damit ®(c(0)) = 4,
P(c(l))=2%-32+3=39.

Fiir das Kurvenintegral erhalten wir also

[ v, 2)d(,y.2) = Ble(1) — Pe(0)
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Aufgabe 3) (5+143+1 Punkte)

T

z

Gegeben sei die halbe Kugel K = {(y ER? : 2?2 +92+22 <25, 2 > O}

22 4 22
und das Vektorfeld f(z,y,2) = | 22 +y | .

2)

Berechnen Sie das Integral / div f(z,y,2)d(x,y,z2).
K

Hinweis: Je nach dem in welcher Reihenfolge der Variablen Sie integrieren,
konnte folgendes niitzlich sein:

2 cos?(a) = cos(2a) + 1.

b) Der Korper K wird berandet durch ein ebenes Flachenstiick B und ein
nicht ebenes Flichenstiick M . Geben Sie eine Parametrisierung fiir das
ebene Flachenstick B an.

c) Berechnen Sie den Fluss von f durch das ebene Flichenstick B.

d) Wie grof§ ist nach den Teilen a) und ¢) der Fluss von f durch das nicht
ebene Flachenstick M .

Losung:
a) div f(z,y,2) =20 +1+2 = 2x+ 3. (1 Punkt)
Zur Berechnung des Integrals nutzen wir Kugelkoordinaten und erhalten
mit
x =rcos(¢)cos(f), y=rsin(p)cos(d), =z=rsin(d),
0<r<50<¢<2r,0<60< 7. (1Punkt)
div f(z,y,2) d(z,y, 2)
K
= / /5/ (2r cos(¢) cos(#) + 3) - % cos(6) do df dr (1 Punkt)
21
= / / 2r cos?(6) sin(¢) + 3r? cos(@)qﬁ}o df dr
5 ™
= / / 612 cos(6) df dr = / 6mr? [sin(0)]& dr
o Jo 0
5 5
=27 / 3r?dr = [2#7“3}0 = 250m. (Rechnung 2 Punkte)
0
b) Der Korper ist berandet durch ein ebenes Stiick B (wie Boden) mit der

Parametrisierung:

r cos(¢)
p(r,¢) = (r sin(¢)) , r€[0,5], ¢ €]0,2n], (1 Punkt)
0

und der oberen Halfte einer Kugeloberflache M .
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¢) [3 Punkte]

Fir den Fluss durch B rechnet man:

cos() —rsin(¢)
p = | sin @ = | rcos
o (Z) - ()
0 egal
ap dp
2 x o = (o) £(p(r,0)) = <eg1a1)
f7 ap -

<b

wir erhlaten also den Fluss

//2W< —px—>d¢dr—// —r dedr

:/ —2mrdr = —257.
0

d) Nach dem Satz von Gauf} gilt:
Gesamtfluss durch Oberfliche von K = Fluss durch B + Fluss durch M
= /K div (z,y,2) d(x,y, 2)
Damit erhélt man fiir den Fluss durch die gewolbte Flache M
2507 4 251 = 2757, (1 Punkt)



