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Aufgabe 1:

Gegeben sei das Vektorfeld f :IR® — IR® mit

T
1+ 2x32) .

1
Ly, 2) = | siny + 32222, x cosy + ,
f(z,y,2) <1ny x°2°, xcosy T 4

a) Man weise die Existenz eines Potentials zu f nach, ohne es zu berechnen.

c¢) mit Hilfe des Hauptsatzes fiir Kurvenintegrale.

)
b) Man berechne ein Potential durch sukzessives Integrieren von f und
)
d)

Gegeben sei die Kurve ¢ : [0,37/2] — IR® mit c(t) = (cost,0,sint)”. Man
berechne das Kurvenintegral

/Cf(zc)d:r;.

e) Man zeichne die Kurve ¢ unter Verwendung der MATLAB-Routine ’plot3’.
Losung:

a) Der IR? ist einfach zusammenhingend und die Integrabilitéitsbedingung

f3y_f2z 0—-0
rot f (z,y,2) = fiz — f3z = 622z — 6222 =0
foz — fiy COS Yy — CoSY

ist erfiillt. Daher besitzt f (z,y,2) ein Potential v(z,y, z), d.h. es gilt
f = grad v = (vg,vy,v;).
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b) v.(z,y,2) =siny + 3272 = wv(z,y,2) =xsiny + 2322 + ¢y, 2)
!

= =
vy(z,y,2) =xcosy + ¢y, z) = xcosy + 55
1
cy(y,2) = c(y, z) = arctany + k(z
y (Y, 2) T 4 (y,2) Y+ k(2)

v(z,y,2) = xsiny + 232% + arctany + k(2)
v,(z,y,2) = 22°2 + K'(2) =1+ 2252
K(z)=1 = k(z)=z4+K mit KeR
=  v(z,y,2) =wsiny + 232? + arctany + z + K

O

¢) Wihlt man als Kurve k die direkte Verbindungslinie vom Punkt (0,0,0)
zum Punkt (z,y,z), d.h. k(t) =t(z,y,2)T mit 0 <t <1, so lisst sich ein
Potential v zu f berechnen nach dem Hauptsatz fiir Kurvenintegrale durch

o(z,y,2) = /f(:c)d:chK - /f(k:(t))k(t)dtJrK
i 0

L[ sinlty) 4322
1
= trcos(ty) + ————
/< (ty) e | g: >dt+K
0 1+ 2(tx)3tz
1
— / 523 2%t* 4 wsin(ty) + tay cos(ty) + TZ&)Q +zdt+ K
Yy

0
= 2°2%t° + tasin(ty) + arctan(ty) + zt|(1] + K

= 2°2% + wsin(y) +arctan(y) + 2z + K

d) Da zu f(x,y,z) das Potential v(z,y,z2) existiert, gilt nach dem Hauptsatz
fiir Kurvenintegrale

/f(w) dx =v(c(37/2)) —v(c(0)) =v(0,0,—1) —v(1,0,0) = —1

sin()
o

-1 -1

Bild 1 Kurve ¢
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Aufgabe 2:

Gegeben seien das Vektorfeld f (z,y,z) = (0, 0, z3)T und der Korper
H = {(:U,y,z)TE]R3 |$2+y2+z2§ 16,0<y } )

a) Man skizziere H .

b) Fiir die H berandenden Fldchenstiicke gebe man jeweils Parametrisierungen
an.

¢) Man berechne jeweils den Fluss von f durch diese Randfldchenstiicke.

d) Man berechne das Volumenintegral / div f(z,y,2) d(z,y, 2) .
H

Losung:

Bild 2: Halbkugel H

b) Parametrisierung der Kreisseite S:  p :[0,4] x [0,27] — IR® mit

T COS ¢

p(rp) = 0
7 sin ¢

Parametrisierung der Halbkugelflache T': g : [0, 7] X [—g, g} — IR? mit
4 cos p cos

q(p,) = | 4sinpcosy
4 sin ¢
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¢) Fluss durch S, mit der &ufleren Normalen

ap ap e €9 ‘83 0
o 8 cos 0 sinp |=| —r
" v —rsing 0 7cosp 0
4 2m 0 4 27
/fdo-//< | - >dgpd7’:/ 0dedr =0
r3sin® ¢ 0 0 0
Fluss durch T, mit der duleren Normalen
9 9 e e es COS Y COoS P
8_q 8_q —4sincosy  4cospcosy 0 = 16cosy | sinpcosvy
¥ ¥ —4cospsiny —4singsiny 4cosy sin 1)
™ /2 0 COS p Cos P
/fdo / / 16cosw< 0 , | sinpcosvy > diypdp
T 0 _xjo 43 sin? 1) sin v
b Tl'/2
5| T/2 5
2-4
/ / 45 cos i sind iy — 45 S Y T
5 |_ape 5
0 —m/2
d) Mit dem Gauflschen-Integralsatz erhilt man:
/dlv_fdxy, /fdo—i—/fdo-
H
Alternativ:  direkte Berechnung iiber Kugelkoordinaten:
[ v fw2) dley. 2
= e 7'('/2
/32 d(x,y, z // / 3r?sin® ¢r? cos 1 dipdpdr
" 0 —m/2
4 ™ w/2
54 5
2-4
/r4dr/d<p / 3cos¢sin2@/)d¢: T g0|0 sm3¢| e = T E T
0 0 —7/2

Besprechungstermine: 29.1. - 2.2.2024



