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Aufgabe 1:
Man untersuche die durch die Niveaumenge
flzy) =y* — 2 +2* =222 =0
implizit gegebene(n) Kurve(n). Im Einzelnen sind gesucht
a) die Symmetrien der Kurve(n),

b

die Kurvenpunkte mit horizontaler und

d

)
)

c¢) vertikaler Tangente,
) die singuldren Punkte der Kurve mit Klassifikation und
)

e) eine Zeichnung der Niveaumenge.
Losung:
Flry) =y =22 bt =2 =0, grad flr,y) = (o(e? 1), 4y(s2 — 1)

a) Die Kurve besitzt beispielsweise folgende Symmetrien:

zur x-Achse, da f(z,y) = f(z,—y),
zur y-Achse, da f(x,y) = f(—=x,y),

zum Ursprung, da f(z,y) = f(-z,—y),
zur Winkelhalbierenden, da f(z,y) = f(y, z)

b) Kurvenpunkte mit horizontaler Tangente ergeben sich aus den Bedingungen
folmy) =0 AN [flzy)=0 A fylz,y) #0.
0= folz,y) =42(@*-1) =
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1. Fall: xr=0
= 0=[(0,9)=v’(*-2) = y=0Vy==+V2

- () ne () ne (L8)

2. Fall: 22-1=0 = x==+1
= 0=f(lLy)=y"' -2 —1=(*-1)*-2

= y:im = P3=( 141—\/§>7

(i) e (v ) 7o (s )

Da nur fir Py,---, P die Bedingung f,(F;) # 0 erfiillt ist, sind dies die
Punkte mit horizontaler Tangente.

¢) Kurvenpunkte mit vertikaler Tangente ergeben sich aus den Bedingungen

fy(x7y):() A f(‘ray):() N fx(x,y)%O

0=fy(z,y) =dy(y*~1) = y=0 VvV ¥y —-1=0
y=0 = 0=f(z,0=221*>-2) = =0V r==+/2

_ (0 _ (V2 (V2
< (1) (5) = (0)
V¥ —1=0 = y==+1
= 0=f(r,£)=2"-22" - 1= (2> - 1)* -2

= xzim = sz( 11L\/§)7
pm:(—m)jpnz( 1+\/§)7P12:<_\/m).

1 -1 -1

Da nur fiir P;,---, Py die Bedingung f.(P;) # 0 erfiillt ist, sind dies die
Punkte mit vertikaler Tangente. Dieses Ergebnis kann auch aus Symmetrie-
griinden abgeleitet werde.

d) Fiir Py = (0,0)T gilt grad f(0,0) = 0, damit ist Py einziger singulérer
Punkt.

2 _
Hf(x,w:(mo ! 12y9_4) > Hf<0,0>=( 3_2)

Es liegt ein isolierter Punkt (Maximum) vor, denn es gilt det H f(0,0) > 0.
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e)

Bild 1 a) f(z,y) = y* — 2y? + 2* — 222

Bild 1 b) Niveaumenge y* — 2y? + 2! — 222 =0,
der isolierte Punkt Py = (0,0)” gehort dazu
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Aufgabe 2:

Man berechne und klassfiziere die Extremwerte der Funktion f : IR? — IR mit
flz,y) = 42% + y* auf dem Kreis 2% +y? — 22 =3

a) unter Verwendung der Lagrangeschen Multiplikatorenregel und

b) iiber Polarkoordinatenparametrisierung ¢ des Kreises und anschlieendes Losen
der Extremalaufgabe h(t) := f(c(t)).

Losung:

Unter der Nebenbedingung g(z,y) := (z—1)?+3*>—4 = 0 sollen die Extremalpunkte
der Funktion f(z,y) = 4z* + y* bestimmt werden.

a) Regularitdtsbedingung:

J g(z,y) = grad g(z,y)" = (2(z — 1),2y) = (0,0) = (z,y) = (1,0)
Es gilt ¢(1,0) = —4, d.h. der Kreismittelpunkt (1,0) liegt nicht auf dem
Kreis g = 0. Daher erfiillen alle zuldssigen Punkte, d.h. g(z,y) = 0, die

Regularitédtsbedingung
Rang (J g(z,y)) =1.

Lagrange-Funktion:  F(x,y) = 42® +9* + A((z — 1)? +¢* — 4)

Lagrange-Multiplikatorenregel:

82+ 2\(z — 1) 0
( VF(z,y) > _ 2y(1+ \) =10
g(.%,y) (x—1)2+y2—4 0

2. Gleichung;:
LFall: y=0 = 0=g(z,0)=(z—1)>—-4=0 = 2, =3, 1, = —1

Extremalkandidaten: P, = < g ) Py = ( —01 )

2Fal: A=—-1=0=8—-2x—-1)=6x+2 = x3=—-1/3
= 0:9(—1/3,9):(—1/3—1)2+y2—4 = y273::|:\/%/3

| 1 -1 1/ -1
Extremalkandidaten: P; = 3 ( \/2—0 ) , Py = 3 ( _m )

Da die Menge g(z,y) =0 einen Kreis beschreibt, ist sie kompakt.

Die stetige Funktion f nimmt auf g(z,y) = 0 absolutes Maximum und Mini-
mum an, da der Kreis eine kompakte Menge ist. Unter den Extremalkandidaten
befinden sich also absolutes Maximum und Minimum.
Fiir die Funktionswerte der Extremalkandidaten berechnet man
24
f(Pl):36a f(P2):47 f(P3,4):§-

Also ist P, absolutes Maximum und P;,4 sind absolute Minima.
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Die Anschauung ergibt P, als lokales Maximum. Dies ldsst sich iiber die hin-
reichende Bedingung zweiter Ordnung, also iiber die Definitheitseigenschaft
der Hesse-Matrix

8+2x 0
HessF (z,y) = ( 0 21+ )

auf dem Kern von J g(x,y) in P, nachweisen. Fiir P, = (—1,0)7 erhilt
man aus der ersten Gleichung der Lagrangeschen Multiplikatorenregel

0=—-8—4\ = )\ = —2. Damit erhalt man

J g(=1,0) = (—4,0) und HessF(—1,0) = (g _02) |

Der Kern wird aufgespannt durch el = (0,1).

Wegen elHessF(—1,0)e, = —2, ist HessF auf dem Kern negativ definit.
Also ist P, ein strenges lokales Maximum.

Ol

Bild 2 a) Nebenbedingung g(z,y) := (z —1)* + y* —4 =0 mit
Hohenlinien der Funktion f(z,y) = 42 + 3>

N

-

o

-

N

b) Der Kreis g(z,y) = (z — 1) + y* — 4 = 0 ist durch Polarkoordinaten folgen-
dermaflen parametrisierbar

(x):<2COS(t)+1>::C<t), b<ioon

Y 2sint
d.h. es gilt g(2cos(t) + 1,2sin(t)) = 0. Wir suchen nun die Extrema von
h(t) == f(c(t)) = 4(2cos(t) + 1)* + (2sint)? = 12cos®t + 16 cost + 8 .
Extremalkandidaten: A/(t) = —8sint(3cost+2)=0 =

ty =0, ty =7, t3 = arccos(—2/3) , t4 = 2m — arccos(—2/3) .
(Fir ¢ =1,2,3,4 gehoren die Werte t; zu den Punkten P; aus a).)
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R"(t) = —8(6 cos? t+2cost—3) = h'(t;) = —40, b (t3) = —8, h(t34) = 40/3

Damit liegen fiir ¢;2 lokale Maxima mit den Funktionswerten
h(t;) = 36 und h(ty) = 4 und fir ¢34 lokale Minima mit dem Funktions-
wert h(tss) = 24/9 vor.

£

Bild 2 b)  A(t) := f(c(t)) = 12cos*t + 16 cost + 8
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