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Aufgabe 1:

Man berechne das Taylor-Polynom 2.Grades fiir die Funktion
f(2,y) = (y + cosy) sinz

im Entwicklungspunkt (zo,yo) = <g, 0) und schétze den Fehler, der dadurch entsteht,

wenn man 75 anstelle von f im Punkt (z,y) = (0,0) verwendet, nach oben ab.

Losung:

f(z,y) = (y + cosy)sinz = f(g,0>:1

fe(z,y) = (y + cosy)cosz = [, (g,o> -0

fy(z,y) = (1 —siny)sinz = f, <g70> _

fee(z,y) = —(y +cosy)sinz = fu, (gjo) -1

fay(x,y) = (1 —siny)cosz = fuy <g’0> —0

fyy(xay) = —cosysinz = f, (g,o) - 1
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Fiir die Fehlerabschitzung sind die dritten Ableitungen erforderlich

foza(z,y) = —(y+ cosy)cosz
fmy(x,y) = —(1—Siny) sin x
Jayy(2,y) = —cosycosx
fyw(x,y) = sinysinz.

Die Fehlerabschiitzung fiir (z,y) = (0,0) zieht mit 8 €]0, 1] ein (£, &) := ((1 - 0)%,0)
nach sich. Es gilt also 0 < & < g und & =0.
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Der tatsiachliche Fehler lautet

1
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‘f(0,0) T (o,o, §,0)‘ — Ty (0,0, §,0) | = ‘1 -5 <—§> ‘ — 0.233701..
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Aufgabe 2:

Man berechne alle stationdren Punkte der folgenden Funktionen und klassifiziere diese:

3 2
a)f@w)=:r+w“—f+3%

2
b) flz,y) =2(2* +y*)* — 2> — 3,

o) flz,y) =z +y?,

d) f(z,y) = wsiny.

Losung:

a) grad f(z,y) = 3z + 322, =32 +3)" = Bz(1+2),3(1—y2)" = (0,0)T

Man erhélt x = 0 oder x = —1 und y = 1 oder y = —1, also insgesamt die
Punkte
0 0 -1 -1
ae(1)e= () m= (1) m=(3)
3+6x O
Hess f(xvy) - ( 0 —6y )

Hess f(P) = ( g _2 ) = indefinit = P, Sattelpunkt
30 . . .
Hess f(P) = 06 )= positiv definit = P, Minimum
Hess f(Ps) = ( _g 6 ) = negativ definit = P; Maximum
3
0

Bild 2 a): f(:v,y):3i+x3—y3+3y
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b) flz.y) =2(a?+y?)*—a®—y* = grad f(z,y) = (4(2*+y*)—1)(22,2y)" = (0,0)
= stationdre Punkte sind (zg,40) = (0,0) und alle Punkte mit

1 2
*+ ) —-1=0 x2+y2=<§> :

1
Diese liegen also auf dem Kreis K vom Radius r = 5 um (0,0).

o 2(4(2* +y?) — 1) + 1622 16y
H /(z,y) = ( 162y 2(4(a + %) — 1) + 16y° )

H f(0,0) = ( _(2) _g ) ist negativ definit
= (wo,%) = (0,0) ist strenges lokales Maximum.

Fiir die stationdren Punkte auf K erhilt man mit 2% + y? = 1

1622 16xy

Die Eigenwerte ergeben sich aus dem charakteristischen Polynom:
p(A) = (162% — \)(16y* — \) — 16°2%y* = \* — 16(2* + y)A = A(A —4) =0

= M=0,\=4 = H f(z,y) ist positiv semidefinit.
Damit konnen die Punkte auf K keine lokalen Maxima sein.
Man erkennt, dass f mit 72 = 22+ rotationssymmetrisch aus f (r) =2rt —r?

ensteht. f besitzt fir 7 = += absolute Minima und fiir » = 0 ein strenges

lokales Maximum.
Bei den Punkten auf K handelt es sich also um (keine strengen) absolute Minima.

ST
0.0 LA
N2 HNOOSRRE 025
LTINS

Bild 2 b):  f(z,y) = 2(2® + y*)? — 2? — ¢?
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¢) flz,y) =22+ 9>

Die Schlussweise

T

x

grad f(x,y) = —— = (0,07 = (z0,50) = (0,0)
Vi +y? o+ y?

ist nicht zuléssig, da grad f in (0,0) nicht existiert.

Es gibt also keine stationédren Punkte.

Dennoch bleibt (0,0) natiirlich strenges globales Minimum, wegen
f(0,0) =0 und f(z,y) >0 < (z,y) # (0,0).

Bild 2 ¢):  f(z,y) = /2% +y?
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d) f(z,y) =xsiny.

grad f(z,y) = (siny, vcosy)” = (0,0)7

= siny=0 = y=kr = cos(kmr)=(-1)F = 2,=0

Die stationdren Punkte lauten also (zx,yx) = (0, k)

_ 0 cos Yy
H f(z,y) = ( cosy —wsiny )

— H (0, k) = ( (_Ol)k <_01)k )

besitzt die Eigenwerte Ao = +1.
Damit ist H f(0,kn) indefinit und alle stationdren Punkte sind Sattelpunkte.

Bild 2 d):  f(z,y) = xsiny

Besprechungstermine: 4.12. - 8.12.2023



