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Aufgabe 1:

Man berechne Divergenz und Rotation für folgende Vektorfelder mit x, y, z ∈ IR

a) f (x, y) = (sinx cos y, (x+ y)2)T ,

b) g (x, y) = (sin y cosx,−2xy)T ,

c) f (x, y) + g (x, y),

d) h (x, y, z) = (ex+y+z, ex+y+z, ex+y+z)
T
,

e) u (x, y, z) = (yz, xz, xy)T ,

f) 2h (x, y, z)− u (x, y, z) .

Lösung:

a) divf = f1x + f2y = cosx cos y + 2(x+ y)

rotf = f2x − f1y = 2(x+ y) + sin x sin y

b) div g = g1x + g2y = − sin y sinx− 2x

rot g = g2x − g1y = −2y − cos y cosx

c) div(f + g ) = divf + div g

= cosx cos y + 2(x+ y)− sin y sinx− 2x = cos(x+ y) + 2y

rot(f + g ) = rotf + rot g

= 2(x+ y) + sin x sin y − 2y − cos y cosx = 2x− cos(x+ y)
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alternativ:

f (x, y) + g (x, y) = (sin x cos y + sin y cosx, (x+ y)2 − 2xy)T

= (sin(x+ y), x2 + y2)T

div(f + g ) = cos(x+ y) + 2y

rot(f + g ) = 2x− cos(x+ y)

d) h (x, y, z) = (ex+y+z, ex+y+z, ex+y+z)
T
,

divh = h1x + h2y + h3z = ex+y+z + ex+y+z + ex+y+z = 3ex+y+z

roth = (h3y − h2z, h1z − h3x, h2x − h1y)
T

= (ex+y+z − ex+y+z, ex+y+z − ex+y+z, ex+y+z − ex+y+z)T = 0

alternativ:

h (x, y, z) = φ(x, y, z)v mit φ(x, y, z) = ex+y+z und v =

 1
1
1


Man erhält

∇φ = h , divv = 0 , rotv = 0 und

(∇φ)× v = h × v = (φ(x, y, z)v )× v = φ(x, y, z)(v × v ) = 0 .

Damit ergibt sich

divh = (∇φ, v ) + φ divv = 3ex+y+z

roth = (∇φ)× v + φ rotv = 0 .

e) u (x, y, z) = (yz, xz, xy)T ,

divu = u1x + u2y + u3z = 0 + 0 + 0 = 0

rotu = (u3y − u2z, u1z − u3x, u2x − u1y)
T = (x− x, y − y, z − z) = 0

f) div(2h (x, y, z)− u (x, y, z)) = 2divh − divu = 6ex+y+z

rot(2h (x, y, z)− u (x, y, z)) = 2roth − rotu = 0
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Aufgabe 2:

Gegeben sei die Funktion f : IR2 → IR mit

f(x, y) =


x2y

2x2 + 3y2
, falls (x, y) ̸= (0, 0)

0 , falls (x, y) = (0, 0) .

a) Man zeichne die Funktion im Bereich [−1, 1]× [−1, 1] .

b) Man berechne die partiellen Ableitungen von f im Punkt (x0, y0) = (0, 0) .

c) Man überprüfe, ob f im Punkt (x0, y0) = (0, 0) (vollständig) differenzierbar
ist.

Lösung:

a)
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Bild 2: f(x, y) =
x2y

2x2 + 3y2

b) Wegen der Nennernullstelle von f in (x0, y0) = (0, 0) können wir dort keine
Differenzierbarkeit voraussetzen, d.h. die partiellen Ableitungen müssen ele-
mentar über die Definition berechnet werden.

∂f

∂x
(0, 0) = lim

t→0

f(t, 0)− f(0, 0)

t
= lim

t→0

t2·0
2t2+3·02 − 0

t
= 0

∂f

∂y
(0, 0) = lim

t→0

f(0, t)− f(0, 0)

t
= lim

t→0

02·t
2·02+3t2

− 0

t
= 0
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c) Wäre f im Punkt (x0, y0) = (0, 0) (vollständig) differenzierbar, so würde eine
lineare Abbildung A existieren, mit

lim
x→0

f(x )− f(0)− A x

||x ||
= 0 .

A wäre dann die Jacobi-Matrix

A = J f(0, 0) =

(
∂f

∂x
(0, 0),

∂f

∂y
(0, 0)

)
= (0, 0) .

Damit ergibt sich beispielsweise für die Nullfolge x n = (1/n, 1/n)T

lim
n→∞

f(x n)− f(0)− A x n

||x n||
= lim

n→∞

1/n3

5/n2
√
2/n2

=
1

5
√
2
.

Also ist f im Nullpunkt nicht differenzierbar.

Abgabetermin: 10.11.2023


