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Aufgabe 1:

Man berechne Divergenz und Rotation fiir folgende Vektorfelder mit z,y,z € R

(z,y) = (sinzcosy, (z +y)*)7,
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(z,y) = (sinycosz, —2xy)’,

I
g
fzy)+ g(z,y),
h

(,92) = (er0ss i, exoves)T
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u(z,y,z) = (yz,xz,xy)T ,
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Loésung:

a) divf = fi, + foy = coszcosy + 2(x +y)
rot f = for — fiy, =2(x +y) +sinzsiny

b) divg = g1, + goy = —sinysinz — 2z

rot g = gop — g1y = —2Y — COSYCOST

c) div(f +g)=divf +divg
=coszcosy + 2(x + y) —sinysinx — 2z = cos(z + y) + 2y
rot(f + g) =rot f +rotg
=2(x +y) +sinxsiny — 2y — cosy cosx = 2z — cos(x + y)
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alternativ:

f(z,y)+ g(z,y) = (sinzcosy+sinycosz, (x +1y)? — 2xy)”
= (sin(z +y),2* +¢*)"

div(f + g) = cos(z +y) + 2y

rot( f + g) =2z — cos(z +y)

T
d) h (:)3, Y, Z) — (e:c+y+z7 €x+y+z’ 6x+y+z) ’
divh = hlx + h2y + h3z — ew+y+z + €$+y+z + ew+y+z — 3€z+y+z

roth = (h?)y - hQZa hlz - h3xa h2a: - hly)T

— (€x+y+z _ e:c+y+z’ 6:(:+y+z _ €x+y+z’ €x+y+z _ ex+y+z)T — 0

alternativ:
1
h(‘Q:?y?Z) :¢<$,y,2)’0 mit @($7y72> =e"V und v = 1
1
Man erhalt

Vop=~h, divv =0, rotv =0 und
(Vi) x v = b x v = (p(z,5,2)v) x v = @(2,5,2)(v x v) = 0.

Damit ergibt sich
divh = (Vp, v)+ ¢ dive = 3e*tvt?

roth = (V) x v +¢protv =0.
e) wu(z,y,2) = (yz, 22, 2y)"
divu = u1; +ugy +u3, =0+04+0=0

b
rotu = (Ugy — Uz, U1, — Uge, Uge — Upy)T = (x — 2,y —y, 2 —2) =0

f) div(2h (z,y,2) — u(z,y,2)) = 2divh —divu = 6e"T¥**
rot(2h (z,y,2) — u(x,y,z)) =2roth —rotu =0
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Aufgabe 2:
Gegeben sei die Funktion f:IR? — IR mit

%y
oy ={ e ap B 00700

0 Jfalls (z,y) = (0,0).

a) Man zeichne die Funktion im Bereich [—1,1] x [—1,1].
b) Man berechne die partiellen Ableitungen von f im Punkt (z,y0) = (0,0).

¢) Man iiberpriife, ob f im Punkt (z¢,y0) = (0,0) (vollstindig) differenzierbar
ist.

Losung:

a)
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Bild 2: f(.T,y) = m

b) Wegen der Nennernullstelle von f in (zg,y0) = (0,0) konnen wir dort keine
Differenzierbarkeit voraussetzen, d.h. die partiellen Ableitungen miissen ele-
mentar iiber die Definition berechnet werden.

t2.0
— 5 3pz — 0
a—f(OaO) = lim f(£,0) ~ f(0,0) —im 230 T
ox t—0 t t—0
0%
- oz — 0
ay t—0 t {0 ¢
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¢) Wire f im Punkt (zo,y0) = (0,0) (vollstandig) differenzierbar, so wiirde eine
lineare Abbildung A existieren, mit

f(z) - f(0)— Az

lim =0.
x -0 ||z ||
A wiare dann die Jacobi-Matrix
of af
A = == —- = )
7100 = (S0 5 0.0) - 0.0

Damit ergibt sich beispielsweise fiir die Nullfolge =, = (1/n,1/n)T

e fO-Aw, e 1

Also ist f im Nullpunkt nicht differenzierbar.

Abgabetermin: 10.11.2023



