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Aufgabe 1: (5 Punkte)
Man berechne alle stationären Punkte der folgenden Funktion und klassifiziere sie

f(x, y) = x3 − 3x+ y3 − 12y.

Lösung:
grad f(x, y) = (3x2 − 3, 3y2 − 12)T = (3(x2 − 1), 3(y2 − 4))T = (0, 0)T

Man erhält x = 1 oder x = −1 und y = 2 oder y = −2, also insgesamt die Punkte

P1 =
(

1
2

)
, P2 =

(
1

−2

)
, P3 =

(
−1

2

)
, P4 =

(
−1
−2

)
.

Hess f(x, y) =
(

6x 0
0 6y

)

Hess f(P1) =
(

6 0
0 12

)
⇒ positiv definit ⇒ P1 Minimum

Hess f(P2) =
(

6 0
0 −12

)
⇒ indefinit ⇒ P2 Sattelpunkt

Hess f(P3) =
(

−6 0
0 12

)
⇒ indefinit ⇒ P3 Sattelpunkt

Hess f(P4) =
(

−6 0
0 −12

)
⇒ negativ definit ⇒ P4 Maximum

Bild 1 f(x, y) = x3 − 3x+ y3 − 12y (keine Bewertung)
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Aufgabe 2: (1+1+3 Punkte)
Durch die Niveaumenge

f(x, y) := 4x2 + 9y2 − 36y = 0

ist implizit eine Kurve gegeben.

a) Man gebe die Symmetrien der Kurve an.

b) Man bestimme den Gradienten von f .

c) Man berechne die Kurvenpunkte mit horizontaler und vertikaler Tangente.

LÃP sung:

a) (1 Punkt) Die Kurve ist symmetrisch zur y-Achse, denn

f(−x, y) = 4(−x)2 + 9y2 − 36y = 4x2 + 9y2 − 36y = f(x, y).

b) (1 Punkt)
grad f(x, y) = (fx(x, y), fy(x, y)) = (8x, 18y − 36)

c) (3 Punkte)

(i) Kurvenpunkte mit horizontaler Tangente ergeben sich aus den Bedingungen

fx(x, y) = 0 ∧ f(x, y) = 0 ∧ fy(x, y) ̸= 0 .

0 = fx(x, y) = 8x ⇒ x = 0
⇒ 0 = f(0, y) = 9y2 − 36y = 9y(y − 4) ⇒ y = 0 ∨ y = 4

⇒ P1 =
(

0
0

)
, P2 =

(
0
4

)
.

Es gilt fy(0, 0) = −36 ̸= 0 und fy(0, 4) = 36 ̸= 0.
(ii) Kurvenpunkte mit vertikaler Tangente ergeben sich aus den Bedingungen

fy(x, y) = 0 ∧ f(x, y) = 0 ∧ fx(x, y) ̸= 0 .

0 = fy(x, y) = 18y − 36 ⇒ y = 2
⇒ 0 = f(x, 2) = 4x2 + 9 · 22 − 72 = 4x2 − 36 ⇒ x1 = 3 ∨ x2 = −3

⇒ P3 =
(

3
2

)
, P4 =

(
−3

2

)
.

Es gilt fx(±3, 2) = ±24 ̸= 0.
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Bild 2 Ellipse x2

32 + (y − 2)2

22 = 1 ⇔ 4x2 + 9y2 − 36y = 0.
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Aufgabe 3: (2+2 Punkte)

a) Man skizziere den durch 0 ≤ z ≤ 5 und x2 + y2 ≤ 4 beschriebenen Bereich Z und
stelle ihn durch Zylinderkoordinaten dar.

b) Mit der Dichte ρ(x, y, z) = 2z+1 berechne man für Z das Trägheitsmoment bezüglich
der z-Achse unter Verwendung von Zylinderkoordinaten.

Lösung:

a) (2 Punkte)

Bild 3 Zylinder Z, Radius r = 2, Höhe h = 5

Zylinderkoordinaten mit 0 ≤ r ≤ 2, 0 ≤ φ ≤ 2π, 0 ≤ z ≤ 5 x
y
z

 = Φ(r, φ, ψ) =

 r cos(φ)
r sin(φ)

z


b) (2 Punkte)

Berechnung des Trägheitsmoments über den Transformationssatz

Θz-Achse =
∫
Z

ρ(x, y, z)r2(x, y, z) d(x, y, z) =
∫
Z

(2z + 1)(x2 + y2) d(x, y, z)

=
2∫

0

2π∫
0

5∫
0

(2z + 1) · r2 · r dz dφ dr =
2∫

0

r3dr

2π∫
0

dφ

5∫
0

2z + 1 dz

=
 r4

4

∣∣∣∣∣
2

0

(φ|2π
0

)(
z2 + z

∣∣∣5
0

)
= 24

4 · 2π · 30 = 240π
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Aufgabe 4: (1+1+3+1 Punkte)
Gegeben seien das Vektorfeld f(x, y, z) = (0, 0, z)T und der Körper

K =
{
(x, y, z)T ∈ IR3

∣∣∣ x2 + y2 + z2 ≤ 25
}
.

a) Man skizziere K.

b) Für die Oberfläche S des Körpers K gebe man eine Parametrisierung an.

c) Man berechne den Fluss von f durch die Oberfläche S unter Verwendung der Para-
metrisierung aus b).

d) Man bestimme das Volumenintegral
∫

K
div f(x, y, z) d(x, y, z) .

Lösung:

a) (1 Punkt)

Bild 4 Kugel K, Radius r = 5

b) (1 Punkte)

Parametrisierung der Kugeloberfläche S: q : [0, 2π] ×
[
−π

2 ,
π

2

]
→ IR3 mit

q(φ, ψ) =

 5 cos(φ) cos(ψ)
5 sin(φ) cos(ψ)

5 sin(ψ)


c) (3 Punkte)

Fluss durch S, mit der äußeren Normalen

∂q

∂φ
×∂q

∂ψ
=

∣∣∣∣∣∣∣
e1 e2 e3

−5 sin(φ) cos(ψ) 5 cos(φ) cos(ψ) 0
−5 cos(φ) sin(ψ) −5 sin(φ) sin(ψ) 5 cos(ψ)

∣∣∣∣∣∣∣ = 25 cos(ψ)

 cos(φ) cos(ψ)
sin(φ) cos(ψ)

sin(ψ)


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∫
S

f do =
2π∫
0

π/2∫
−π/2

25 cos(ψ)
〈 0

0
5 sin(ψ)

 ,
 cos(φ) cos(ψ)

sin(φ) cos(ψ)
sin(ψ)

〉 dψdφ

= 125
2π∫
0

π/2∫
−π/2

sin2(ψ) cos(ψ)dψdφ = 125
(
φ|2π

0

) sin3(ψ)
3

∣∣∣∣∣
π/2

−π/2

 = 500π
3

d) (1 Punkt)
Mit dem Gaußschen-Integralsatz erhält man:∫

K
div f d(x, y, z) =

∫
S

f do = 500π
3

Alternativ: direkte Berechnung über Kugelkoordinaten mit div f(x, y, z) = 1∫
K

div f(x, y, z) d(x, y, z) =
∫

K
d(x, y, z)

=
5∫

0

2π∫
0

π/2∫
−π/2

r2 cos(ψ) dψdφdr =
5∫

0

r2dr

2π∫
0

dφ

π/2∫
−π/2

cos(ψ) dψ

= r3

3

∣∣∣∣∣
5

0
· φ|2π

0 · sin(ψ)|π/2
−π/2 = 500π

3

Alternativ:
direkte Berechnung mit div f(x, y, z) = 1 und Kugelvolumen V = 4πr3

3∫
K

div f(x, y, z) d(x, y, z) =
∫

K
d(x, y, z) = 4π53

3 = 500π
3


