Analysis III, SoSe24, 26.08.2024, (Struckmeier)
Aufgabe 1: (5 Punkte)
Man berechne alle stationdren Punkte der folgenden Funktion und klassifiziere sie

flz,y) =2° -3z +y* — 12y.

Losung:
grad f(xvy) = (31"2 - 37 3y2 - 12)T - (3(332 - 1)a 3(y2 - 4))T = (O7O)T
Man erhilt x = 1 oder z = —1 und y = 2 oder y = —2, also insgesamt die Punkte

- (3) ()= (4)o-(2)

6x 0O
e - (% )
6 O o . .
Hess f(P)) = 0 19 | = positiv definit = P, Minimum
Hess f(P,) = ( g _18 ) = indefinit = P, Sattelpunkt
Hess f(P;) = ( _g lg > = indefinit = P; Sattelpunkt
Hess f(Py) = ( _g _13 ) = negativ definit = P, Maximum

Bild 1 f(z,y) = 2% — 32+ y>— 12y (keine Bewertung)
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Aufgabe 2: (141+3 Punkte)
Durch die Niveaumenge

fz,y) :==42” +9y* — 36y =0
ist implizit eine Kurve gegeben.
a) Man gebe die Symmetrien der Kurve an.
b) Man bestimme den Gradienten von f.

¢) Man berechne die Kurvenpunkte mit horizontaler und vertikaler Tangente.

LA Psung:
a) (1 Punkt) Die Kurve ist symmetrisch zur y-Achse, denn
f(=x,y) = 4(—x)* + 9y — 36y = 4a® + 9y — 36y = f(z,y).
b) (1 Punkt)
grad f(z,y) = (fo(x,9), fy(2,y)) = (8z,18y — 30)
¢) (3 Punkte)

(i) Kurvenpunkte mit horizontaler Tangente ergeben sich aus den Bedingungen

fm(xay)zo A f(x,y)zO A fy(«r7y)7é0

0= fu(z,y) =8 = x=0
0=/f(0,y) =9%"—36y=9y(y—4) = y=0Vy=4

- ne(3).n-(2)

Es gilt f,(0,0) = =36 # 0 und f,(0,4) = 36 # 0.
(ii) Kurvenpunkte mit vertikaler Tangente ergeben sich aus den Bedingungen

0=fy(z,y) =18y —36 = y=2
0=f(z,2) =42®>+9-22 -T2=42>-36 = 2,=3V 19=-3

- ne(3)ne(2)

Es gilt f,(£3,2) = +24 #£ 0.
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Bild 2 Ellipse - +
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Aufgabe 3: (2+2 Punkte)

a) Man skizziere den durch 0 < z < 5 und 22 4+ y? < 4 beschriebenen Bereich Z und
stelle ihn durch Zylinderkoordinaten dar.

b) Mit der Dichte p(z,y, 2) = 22+ 1 berechne man fir Z das Tragheitsmoment beziiglich
der z-Achse unter Verwendung von Zylinderkoordinaten.
Losung:

a) (2 Punkte)

Bild 3 Zylinder Z, Radius r =2, Hoéhe h =5

Zylinderkoordinaten mit 0 <r <2, 0 < p <271,0< 2 <5

x rcos(p)
y | =20 e, ) =| rsin(p)
b) (2 Punkte)

Berechnung des Tragheitsmoments tiber den Transformationssatz

O hie = / e,y 2)r*(a,y.2) d(r,y.2) = [ (22 4+ 1) +3?) dla.y,2)
Z

5
/2z+ rdzdgpdrz/3dr/dg0/22+1dz

)(90|0)<z —i—z‘o) = 2Z4~27T'30 = 2407
0
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Aufgabe 4: (14+1+3+1 Punkte)
Gegeben seien das Vektorfeld f(z,y,z) = (0,0,2)" und der Kérper

K = {(x,y,z)T€R3 ‘x2+y2+22 <25 } :
a) Man skizziere K.
b) Fir die Oberfliche S des Korpers K gebe man eine Parametrisierung an.

¢) Man berechne den Fluss von f durch die Oberfliche S unter Verwendung der Para-
metrisierung aus b).

d) Man bestimme das Volumenintegral / div f(z,y, 2) d(z,y, 2) .
K

Losung:

a) (1 Punkt)

Bild 4 Kugel K, Radiusr =5

b) (1 Punkte)

Parametrisierung der Kugeloberflache S: q : [0, 27 x

—g, g] — IR® mit

5 cos(p) cos(v))
q(p, ) = | 5sin(p) cos(y))
5sin(v))

¢) (3 Punkte)

Fluss durch S, mit der dufleren Normalen

oq 0q el ey €3 cos (i) cos(¢))
Yo X % = | —5sin(p)cos(1h) 5cos(p) cos(v)) 0 = 25cos(¢) | sin(p) cos(v)
P —5cos(p)sin(yp) —5sin(p)sin(y) 5 cos(y) sin(v)
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21 /2 cos(p) cos(1))
/Sfdo = / / 25cos(w)<< 8 ) , ( sin(;?) cos(z) )> dipdyp

0 —m/2 5sin(e)) sin (1))
2 7/2 . w/2
= 125/ / sin?(¢) cos(1))dpdyp = 125 (SO|§W) (sml(z/z) ) = 50??7r
0 —m/2 —7/2

d) (1 Punkt)

Mit dem Gaufischen-Integralsatz erhalt man:

/divfd(x,y,z):/fdo:mr
K s 3

Alternativ:  direkte Berechnung iiber Kugelkoordinaten mit div f(z,y,2) = 1

/Kdiv flz,y,2)d(z,y, z) = /Kd(x,y, 2)

5 27 /2 5 o /2
= // / r? cos(1) dwdgpdr:/Ter/d@ / cos(v) dip
0 0 —m/2 0 0 —7/2
PP » 5007
= ) el =g
Alternativ:
. o 473
direkte Berechnung mit div f(z,y, z) = 1 und Kugelvolumen V =
4753 500
/ div f(z,y,2) d(z,y, 2) :/ d(w,y,2) = 2 = 27
K K 3



