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Aufgabe 1: (4 Punkte)

Man berechne alle stationaren Punkte der folgenden Funktion und klassifiziere sie

$4 2
[z, y) = Z—2w2+%+2y.

Losung:
grad f(x,y) = (2* — 42,y +2)" = (x(2? —4),y+2)" = (0,0)7

Man erhalt 1 = 0, 9 = 2 oder x3 = —2 und y = —2, also insgesamt die Punkte

1

Hess f(x,y) = ( su° =40 )

0
—4 0 ) . .
Hess f(P) = < 01 ) = Eigenwerte \; = —4, \; = 1 = indefinit = P; Sattelpunkt

Hess f(P;) = < g

= Eigenwerte \; = 8, \; = 1 = positiv definit = P, Minimum

S o

Hess f(P2) (1)
)

= O

= Eigenwerte \; = 8, \; = 1 = positiv definit = P3; Minimum

oul - - f(xy)
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Aufgabe 2: (1+1+43 Punkte)
Durch die Niveaumenge
flz,y) =2 —6x+4y* +5=0

ist implizit eine Kurve gegeben.

a) Man gebe die Symmetrien der Kurve an.
b) Man bestimme den Gradienten von f.

¢) Man berechne die Kurvenpunkte mit horizontaler und vertikaler Tangente.

Losung:

a) (1 Punkt) Die Kurve ist symmetrisch zur z-Achse, denn
fl@,—y) = 2" — 62+ 4(-y)* +5 = f(z,y).
b) (1 Punkt)
grad f(z,y) = (fa(z,9), fy(2,y)) = (22 — 6,8y)
¢) (3 Punkte)

(i) Kurvenpunkte mit horizontaler Tangente ergeben sich aus den Bedingungen

foz,y) =0 A fle,y) =0 A fy(z,y) #0.

0= fo(z,y)=2x—6 = z=3
0=7(3,y) =3 —-18+4y*+5 = y*=1V yo==1

e (2)ne ()

Es gilt f,(3,£1) #0.
(ii) Kurvenpunkte mit vertikaler Tangente ergeben sich aus den Bedingungen

fylzy) =0 AN flzy) =0 A fulz,y) #0.

0=fy(z,y) =8y = y=0
0=f(z,0)=2>—6x+5=(x—1)(z—5) = z;=1Vay=5

- (3)n ()

Es gllt fx(xl,Qa O) 7£ 0.
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Bild 2 ElhpseT—i—y =l —6c+4y"+5=0.
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Aufgabe 3: (2+2 Punkte)

a) Man skizziere den durch 1 < z < 2 und 2? +3? < 9 beschriebenen Bereich Z und
stelle ihn durch Zylinderkoordinaten dar.

b) Mit der Dichte p(z,y, z) = 2% berechne man fiir Z das Trigheitsmoment beziiglich
der z-Achse unter Verwendung von Zylinderkoordinaten.

Losung:

a)

2.0
215
10

Bild 3 Zylinder Z.
Zylinderkoordinaten mit 0 <r <3, 0 < p <21,1 <2< 2

x r cos(p)
y | =®re )= | rsin(p)
z z

b) Berechnung des Tragheitsmoments tiber den Transformationssatz

Gz-Achse = /p(xvya z)rQ(x,y,z) d(l‘,y,Z) = /\Zz(w2 +y2) d(l‘,y,Z)
A Z
2 3 2
/22 rdzdgodr:/r3dr/dg0/zzdz
1 0 0 1
s 34 7 1897
- 2 or. - = =220
0 4 3 2

2

iy
NE
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Aufgabe 4: (1424341 Punkte)
Gegeben seien das Vektorfeld f(x,y,z) = (0,yz, O)T und der Korper
K = {(m,y,z)TEIR3 ‘xz-l—yz—l-zz <4, zgo} )

a) Man skizziere K.
b) Fiir die K berandenden Fléchenstiicke gebe man jeweils Parametrisierungen an.

¢) Man berechne jeweils den Fluss von f durch diese Randfléchenstiicke.

1

Hinweis: Es gilt /sin2(g0)d<p = i(gp — sin(p) cos(p)).

d) Man berechne das Volumenintegral / div f(z,y, 2) d(x,y, 2) .
K

Losung:

a) (1 Punkt)

2

Bild 4 Halbkugel K

b) (2 Punkte)
Parametrisierung der Kreisseite S:  p : [0,2] x [0, 27] — IR? mit

rcos(p)
p(r,p) = | rsin(p)
0

Parametrisierung der Halbkugelfliche H: q : [0, 27] X [—g, O] — IR? mit

2 cos(p) cos(v)
q(p,¢) = | 2sin(p) cos(y))
2sin(1)
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Fluss durch H, mit der dufleren Normalen

¢) (3 Punkte)

Fluss durch S, mit der dufleren Normalen

ap 8]9 € €9 €3
a0 8 ' cos(p)  sin(p) O

—rsin(p) rcos(p) 0

aq oq e e es cos(p) cos(1))
D0 8¢ —2sin(p) cos(yp) 2 cos(yp) cos(y) 0 =4cos(y) | sin(p) cos(v)
Y —2cos(p) sin(yp) —2sin(y)sin(y) 2 cos(v)) sin(2))
0 0 cos(¢p) cos(v))
/fdo = / / 4 cos(1)) << 2sin(¢p) cos()2sin(v)) ) : ( sin(y) cos(v)) )> dipdyp
g 0 —m/2 0 sin(t))

=wf/mﬂwmwmﬂwww

0 —r/2
2ﬂ> (cos‘*(w)
0 4

0
= —4r
—7/2
Mit dem Gauflschen-Integralsatz erhalt man:

/dlvfda:y, /fdo—l—/fdo——

Alternativ:  direkte Berechnung iiber Kugelkoordinaten mit div f(z,y, 2) =

/div flz,y,2)d(z,y,z) = /zd(:z:,y,z)

2 27

= ///rsm 1% cos(¢) divdpdr

0 —71'/2
.. 9 0
= / 3dr/dgp / cos(¢) sin(v) dyp = %4 o sin” ()

2 0 —7/2

— _16 (%(gp — sin(y) cos())

d) (1 Punkt)

2
= —A4r

\)



