as Oberflachenintegral eines Flichenstiickes.

Definition: Sei p: D — R? die Parameterdarstellung einer Fliche, und sei
K C D kompakt, messbar und zusammenhingend. Dann wird der Flacheninhalt
von p(K) definiert durch das Oberﬂachenmtegral

/ / ?B(u) du
P(K) Ouy ) '
Dabei nennt man den Term _ /

|l op op \\
= || 2 (u) x 22 ()

das Oberflichenelement der Fliche x = p(u).

Bemerkung: Das Oberflichenintegral ist insbesondere unabhéngig von der
speziellen Parametrisierung der Fliche. Dies folgt aus dem Transformationssatz.

Or «Fr (2> «E2r» E DAO

Jens Struckmeier (Mathematik, UniHH) . Analysis Il fiir Ingenieure i 165 /182

Beispiel.

Fiir die Mantelfliche des Zylinders Z = 'p(K) mit

= [0, 2] x [o H] C R2

und
. r cos :
x=p(p,z) ;= | rsing fiir (p,z) e R* L} @3’"
z .
erhalt man mit
“ &p 82

den Wert

2r  rH
O(2) :/ do=/ rd(p,z) :/ / rdzdyp = 2wrH
z K o Jo /

o & = =
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Beiepist .

Ist die Fliche der Graph einer skalaren Funktion, d.h. x3 = ¢(x1, x2), so
gilt fiir die zugehdrigen Tangentialvektoren

oo o0 (o). (7 B
B B =|
! 2 Px Pxo 1

Damit ergibt sich

op Op
iy W st || 2 1 2 2
' (9X1 8X2 \/ + (pxl + SDXQ
und
oK) = [ do
p(K)
= /\/1 + 0%, + ¢k, dixa, %)
K = - o=
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Beispiel.

Fiir die Oberfliche des Paraboloids P, gegeben durch

P = {(x1, 30, x3)T €R® | x3=2—>¢ — 3, x{ +5 <2},

g||t ??‘ = »—8{/\ ..\,\: < .~ L. <)
7 O(P) = / A1+ 4x3 —l—qxg d(xy,x2)
2 1% RHx3<2
5 W '{'[’*/'lafli'/z»z 0/ o 'JKA Jd}l@ /
2w
7 ~—;v4‘7' | = / / \/1—}—4r2rd<pdr——7r/ V1+4s ds

2 ,
= w[%(1+4s)3/2] :ﬁ( (27—1) / B
0
]hp ,[/"’INA\, @w‘n

QY
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_ Bemerkung.

Fiir das Kreuzprodukt zweier Vektoren a,b € R3 gilt
la x b||* = [la|/?|Ib]|* - (a, b)?

Daraus folgt

o, o)) o) o 2;'<8_p )’
Ox1  Oxo Ox1 Oxo Ox1’ Oxo
Definiert man
E::‘@z _ 3 dp., ?_'_’_2
x|’ COx Oxo' Oxo ||’
so ergibt sich die Beziehung
do = VEG — F2d(uy, )
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= R i
Fiir das Oberflichenelement der Sphare :
, _' S? = {(x1,x2,x3) " € R3 | xZ 4+ x3 4+ x5 = r’} % -

g

ergeben sich mit der Parametrisierung iiber Kugelkoordinaten

X1 cos ¢ cos 0 o L
x2 | =r| sinpcosb fir (¢, 0) € [0,27] x [——2—, 5] Q{%w
X3 sin 6

die Beziehungen

ap —sinpcos 6 \ — op 5c9s<ps.|n9
30 =" cos ¢ cos und 0 =" —sinpsin
7 0 cos ¢
Daraus folgt |

E=r’cos?’d, F=0, G=r?
oo = =: E 9aAC
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___Eg_li’ggg’;_zung des Beispigls.

‘Mit
E=r*cos®’d, F=0, G=r°

folgt aus der Beziehung

do = EG T_,.Ef._.d(”h U2)

-

daher ) S ) .
2 “ T U&”‘"L‘ {
do=r?cosfd(p,0) fir (p,0) € [0,27] x |2, 7| |1 (£
Wir kdnnen nun die Oberfliche der Sphare wie folgt berechnen.
/2
0 = /do-—/ rcos@dcpd@
52 w/2
/2
= 27r’sinf " = Agr?
—m/2
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Oberflachenintegrale erster und zweiter Art.

Definition: Sei x = p(u) eine C'~Parametrisierung einer Fliche
F = p(K), wobei K C D kompakt, messbar und zusammenhangend ist.

@ Fiir eine stetige Funktion f : F — R ist das Oberflachenintegral 1.
Art definiert durch

‘/Ff(x)do ;—_—/K

‘@ Fiir ein stetiges Vektorfeld f : F — R3 ist das Oberflichenintegral 2.
Art definiert durch

/Ff(x)t‘do ::/K<f(p(u)), 885 | 8852> du

op

L 3¢ el o
><au2 u

il

o il Y

Jens Struckmeier (Mathematik, UniHH) Analysis 111 fiir Ingenieure » 172 /182



_ Alternative Darstellung fiir Oberflichenintegrale.

Andere Darstellungen des Oberflachenintegrals 2. Art

Der Einheitsnormalenvektor n(x) auf der Fliche F ist gegeben durch

o O
8u1 8”2
op _ Op

——e 3 e

8U1 8”2

n(x) = n(p(u)) = ‘

Wir schreiben daher auch

/F f(x)do = / <f(p(u)) o g—u"> du
Op

[{ (£(p(u), n(p(u)) ng—l X oo

_ / (F(x), n(x)) do
i
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Interpretation der Oberflachenintegrale.

du

173 /182

Bemerkung;: ,{{Qﬁ = EZsi‘( :

—

@ Ist f(x) die Dichte einer massenbelegten Flache, so liefert das Integral

1. Art gerade die Gesamtmasse der Flache.

@ Ist f(x) ein Geschwindigkeitsfeld einer stationiren Strémung, so liefert
das Integral 2. Art die Fliissigkeitsmenge, die pro Zeiteinheit durch die
Flache F stromt, d.h. den Fluss von f(x) durch die Flache F.

@ Ist F eine geschlossene Fliache, d.h. die Oberflichen eines kompakten
und einfach zusammenhingenden Kérpers im R3, so schreiben wir

f(x)do  bzw. f(x) do
F F

Die Parametrisierung ist dabei so gewahlt, dass der
Einheitsnormalenvektor n(x) nach auBen weist.

i )
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_ Der Integralsatz von GauB.

Satz: (Integralsatz von GauB) Sei G C R3 ein kompakter und messbarer
Standardbereich, d.h. G sei beziiglich jeder Koordinate projizierbar. Der
Rand O0G bestehe aus endlich vielen glatten Flachenstiicken mit duBerer

Normale n(x). ' “/‘”f"'é
Ist f : D — R3 ein C-Vektorfeld mit G C D, so gilt 29)2“01%.,1
_ & wool”
divf(x)dx = ¢ f(x)do = ——my o

7>
Interpretation des GauBschen lntegralsatzes: Die linke Seite ist ein
Bereichsintegral iiber die skalare Funktion g(x) := div f(x). Die rechte
Seite ist ein Oberflachenintegral 2. Art beziiglich des Vektorfeldes f(x). Ist-
f(x) das Geschwmdngkeltsfeld einer inkompressiblen Stromung, so gilt

div f(x) = 0 und daher dg=e v
]é f(x)do =0
oG . o
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Beispiel.
................................... = o
Wir betrachten das Vektorfeld '\ /7

f(x) = x = (x1,%2,x3) " - V

K :={(x1,x0,x3)T €R®| x4+ x3 +x3 <1}

und die Kugel K:

Dann gilt offensichtlich I S
_ divf(x) =3 =2 f,
i“"‘ (x) ‘ S f
und damit 3 | 2T

. /\}m ol §1@)J '—_— /ﬁ@dx,:3-%|/(7<\)=,4yr._,,

Das entsprechende Oberflachenintegral 1aBt sich am besten durch
Ubergang auf Kugelkoordinaten, d.h. durch die Parametrisierung der Kugel |
mit Kugelkoordinaten, berechnen.

= = = = 9ae
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Der Integralsatz von Stokes.

Satz: (Integralsatz von Stokes)

Sei f: D — R3 ein C1-Vektorfeld auf einem Gebiet D C R3.

BT
Weiter sei F = p(K) eine Flache in D, F C D, mit der Parametnsnerung

x = p(u), u e R?,.und K C R? sei ein Greenscher Bereich.

Der Rand &K werde durch eine stiickweise glatte C'—Kurve ¢
parametrisiert, deren Bild €(t) := p(c(t)) dann den Rand OF der Flache F
parametrisiert.

Die Orientierung der Randkurve €(t) sei hierbei so gewahlt, dass
n(&(t)) x €(t) in Richtung der Fliche weist.

Dann gilt
/ rot f(x) do = y{ f(x) dx
F oF
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Beispiel.

Gegeben sei das Vektorfeld

—i(X, Ys Z) — (_y7 X, —Z)T ‘w"? K-

und die geschlossene Kurve c : [0,27] — R3 sei parametrisiert durch
¢(t) = (cost,sint, 0)7 fir0<t<2r

Dann gilt: 7

if(x)dx _ /0 ((e(t)). &(c)

| D —sint —sint
== / < cost : cos t > dt
0 0 0
)

2T . 5 ) : ! /)Q‘:/’)la &A/E ,,
- A (sin“ t + cos” t) dt = 27 ks

|
xi

] I - TR
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D|e Formeln von Green

Satz: (Formeln von Green) Die Menge G C R3 erfiille die
Voraussetzungen des GauBschen Integralsatzes. Fiir C2—Funktionen
f,g:D— R, GC D, gelten dann die Relationen:

) = f o= Grcgug>do
/ V/G(ng—!—(Vf,Vg))dx }[gcfan do D £<, Vo d

3¢
i =y <( bg  of
o | (g - saf)ox = f’g ] (f%- - gg,;) do

e

e —— R

IZXZJ ! gu[ w x)szl = ]ﬁo@ / = _)l o = {fk } Jﬂf 3 PMVL M:,?

Hierbei bezeichnet S —
of ;
Eﬁ(x) = Dy f(x) firx € 0G
die Richtungsableitung von f(x) in Richtung des duBeren

Einheitsnormalenvektors n(x).
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1 = = ~

o = = = E Haw

Beweis der Greenschen Formeln.

Wir setzen
F(x) = f(x) - Vg(x)
Dann gilt

o o og E og ) og
= — s f.
WP = 5 (f- (9x1> T % < ax) T 5% ( ax3>

= f-Ag+(Vf,Vg)

Wir wenden nun den GauBschen Integralsatz an: /@55

/G(ng+(Vf,Vg))dx = /Gdiij(x)dxifyé (F,n) do

oG

og
= f(Vg,n)do —]{ f—=do
)éc < ac On

Die zweite Greensche Formel folgt direkt durch Vertauschen von f und g.
' O = - = = ,) Q>
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Fortsetzung des Beispiels.

Wir definieren nun eine Fliche F C R3, die durch die Kurve c(t) berandet

wird: R=4
X COS (p COS 1
y | =| sinpcosyp | =:p(p,1)
z sin

mit (¢, %) € K = [0,27] x [0,7/2], d.h. die Fliche F ist gerade die obere
Kugelhilfte. -

Der Integralsatz von Stokes besagt nun:

/ rot f(x) do = ]{ f(x)dx = 7 7
F c=0F

Wir haben bereits die rechte Seite, ein Kurvenintegral 2. Art, berechnet:

j{ f(x)dx =27 -
c=0F i

= &P = = £ -Dre
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Komplettierung des Beispiels.

Es bleibt also das Oberfldchenintegral 2. Art:

/Frotf(x)\do;—/I<<rotf(p(gé,¢)) o X ?_p_> dodyp

Beachte: Die rechte Seite ist ein Berelchsmtegral

Man rechnet rot f(x) = (0, 0,:_2_)T direkt nach, sowie

COS (p COS
ap 3p ¢ cos? 1
7 X 7u e sin ¢ cos” y
Y | ' sin ¢ cos ¢
§ 7 g Vi t‘" " ' 2 I< '\.A . &g o €
Daraus folgt: < ekt W“ L P J S G ERE T

—

7r/2 2m /2
/,:r9t f(x) do = ./0 /0 2sin 1 cos v dpdy - 27r/0 “sin(2¢) dyp =27 | )

) & = { = E Qe
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