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Kapitel 1. Differentialrechnung mehrerer Variablen

1.1 Partielle Ableitungen
Im Folgenden sei

f(x1,...,xn) eine skalare Funktion, die von n Variablen abhingt
Beispiel: Die Zustandsgleichung eines idealen Gases lautet pV = RT.

Jede der drei GréBen p (Druck), V (Volumen) und T (Temperatur) 158t
sich als Funktion der anderen darstellen, wobei R die universelle
Gaskonstante ist.

= Vi t) = —

RT

V = V(p,T)=—
P

pV

T = T(p,V)=2
(P, V) =%
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1.1. Partielle Ableitungen

Definition: Sei D C R” offen, f : D - R, x% € D.

@ f(x) heiBt in x° nach x; partiell differenzierbar, falls der Grenzwert

of (x0) im f(x° + te;) — F(X0)

Ox; t—0 t
_ FOR, XX+t x0) — P, X0 x0)
- tl—% t

existiert, wobei e; den /—ten Einheitsvektor bezeichnet. Den Grenzwert nennt
man die partielle Ableitung von f(x) nach x; im Punkt x°.

@ Existieren fiir jeden Punkt x° die partiellen Ableitungen nach jeder Variablen

xi,i =1,...,n und sind diese stetige Funktionen, so nennt man f(x) stetig
partiell differenzierbar oder eine C'~Funktion.
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Beispiele.

@ Betrachte die Funktion
f(x1,x) = x2 4+ x5

Fiir einen Punkt x° € R? existieren beide partiellen Ableitungen und
diese sind auch stetig:

of

o 0y _
1 (x°) = 2xp

0y _ -
(x7) = 2xq, B

Die Funktion ist also eine C1—Funktion.

@ Die Funktion
f(Xl,X2) = X1+ ‘XQ’

ist im Punkt x° = (0,0) " partiell differenzierbar nach der Koordinate
x1, aber die partielle Ableitung nach xy existiert im Ursprung nicht!
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Konkretes technisches Beispiel.

Der Schalldruck einer eindimensionalen Schallwelle ist gegeben durch
p(x, t) = Asin(ax — wt)

Die partielle Ableitung
op

— = aAcos(ax — wt)

Ox

beschreibt zu einer festen Zeit t die 6rtliche Anderungsrate des
Schalldrucks.

Die partielle Ableitung

% = —wAcos(ax — wt)

beschreibt fiir einen festen Ort x die zeitliche Anderung des Schalldruckes.
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Differentiationsregeln

@ Sind f, g partiell nach x; differenzierbar, o, 5 € R, so gelten die Regeln

3(1- (af(X)Jng(x)) = a%(X)+5%(X)

o (F00-£09) = Fo09-800+ 76 FE(0
of og
0 (f(X)> L B R fiir g(x) # 0
Ox; \ g(x) g(x)?

@ Man verwendet alternativ die Bezeichnungen:
D;f(x°) oder £, (x°)

fiir die partielle Ableitung von f(x) nach x; in x°.
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Gradient und Nabla—Operator.

Definition: Sei f : D — R, D C R" offen, und partiell differenzierbar.
@ Man bezeichnet den Zeilenvektor

grad f(xo) o= (g)fl(xo), el 88::7 (xo))

als Gradient von f(x) in x°.

@ Weiterhin bezeichnet man den symbolischen Vektor

V= (;Xl,...,gin)T

als Nabla—Operator.
@ So bekommt man den Spaltenvektor

-
V() = <§;(XO), ey g:n (x0)>
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Weitere Differentiationsregeln.

Seien f(x) und g(x) partiell differenzierbar. Dann gelten die folgenden
Differentiationsregeln:

grad (af + 8g) = «-gradf+ [ -gradg

grad(f-g) = g-gradf+f-gradg

f 1
grad (g) = ?(g.gradf—f-gradg), g#0

Beispiele:
@ Sei f(x,y) = €*-siny. Dann gilt:
grad f(x,y) = (&* -siny, " - cosy) = e*(siny,cos y)

@ Fiir r(x) := [[x|l2 = /> + - - + x2 gilt

X X
d = —— = fii 0
grad r(x) P XD iir x # 0,

wobei x = (xq, ..., Xx,) Zeilenvektor.
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Partiell differenzierbar impliziert nicht Stetigkeit.

Beobachtung: Eine (nach allen Koordinaten) partiell differenzierbare
Funktion ist nicht notwendigerweise eine stetige Funktion.

Beispiel: Betrachte die Funktion f : R? — R definiert durch

Xy

m fir (x,y) #0

fx,y) =
0 . fir (x,y) =0

Die Funktion ist auf ganz R? partiell differenzierbar, und es gilt

£(0,0) = f£,(0,0)=0
of 2
g(xm) ~ 4)—/y2)2 — 4(x2):—};/2)3’ (x,y) # (0,0)
of - 5% X2
@(X,Y) = 2+ _4(X2+y2)3’ (x,y) # (0,0)
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Beispiel (Fortsetzung).

Berechnung der partiellen Ableitungen im Ursprung (0, 0):

t-0 0
of f(t,0) — £(0,0 24 02)2
o 0,0) = lim (BO-FOO_ (20 ~_,
Ox t—0 t t
0-t 0
of f(0,t) — £(0,0 2422
9 0,00 = tim QOO0 _(@+8)?
Oy t—0 t t
Aber: Im Nullpunkt (0, 0) ist die Funktion nicht stetig, denn
11 1.1 L oom
lim f(,):" 2 s =4 = > X
n—00 n n (%%+%%) - 4

und somit gilt

lim  f(x, f(0,0) =0
L (x,y) # £(0,0)
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Beschrankheit der Ableitungen impliziert Stetigkeit.

Um die Stetigkeit einer partiell differenzierbaren Funktion zu garantieren,
bendtigt man zusatzliche Voraussetzungen an f.

Satz: Ist f : D — R, D C R” offen, in einer Umgebung von x° € D

partiell differenzierbar, und sind die partiellen Ableitungen D
Xi
0

i=1,...,n, dort beschrankt, so ist f(x) stetig in x°.

Beachte: In unserem vorigem Beispiel sind die partiellen Ableitungen in
einer Umgebung der Null (0,0) nicht beschrankt, denn es gilt

of N y x%y .
a(xa}/) - (X2 _|_y2)2 _ 4(X2 +y2)3 fur (Xa)/) 7é (O’ O)
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Beweis des Satzes.

Fiir [[x — X%« < €, € > 0 hinreichend klein, schreiben wir:
f(x) — f(xo) = (F(X1y -y Xno1,Xn)—F (X1, - . . 7x,,_l,x,?))

+ (f(xa,--.- ,xn,l,x,?) — (X1, .. ,xn,z,x,?fl,xg))

+ (FOa, X2, x0) — (X2, xD))
Fiir jede Differenz auf der linken Seite, betrachten wir f als univariate Funktion:
g(xn) —g(x%) = F(x1, ..., Xn_1, %) — F(X1, .+, Xn_1,x°)
Da f partiell differenzierbar, ist g differenzierbar und es gilt der Mittelwertsatz:
g(xn) —g(x7) = &'(€n) 60 — x7)

. . : 0
fiir ein geeignetes &, zwischen x, und x;.
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Beweis des Satzes (Fortsetzung).

Anwendung des Mittelwertsatzes auf jeden Term der rechten Seite ergibt somit

of
f(X)— f‘(XO) = Ix (Xla"wxnflaé-n)'(xn_xg)
of
+ m(xl, ... ,X,,_2,§n_1,x,?) - (Xp—1 — X,?_l)
of
+ Tﬁ(fl,xg,...,xg)wxlfxf)

Mit der Beschrankheit der partiellen Ableitungen gilt
() = FOON < Gilxa =2+ - + Galxn — 7
fiir |[x —x°|| < &, und damit ist f(x) stetig in x°, denn es gilt
F(x) = £(x°)  fiir x —x°)|oc = 0
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Hohere Ableitungen.

Definition: Eine skalare Funktion f(x) sei auf einer offenen Menge
D C R" partiell differenzierbar. Sind die partiellen Ableitungen erneut
partiell differenzierbar, so erhalt man samtliche partiellen Ableitungen
zweiter Ordnung von f mit

Pf 0 (of
Oxj0x; ~ Ox; \ Ox;

Beispiel: Partielle Ableitungen zweiter Ordnung einer Funktion f(x, y):

Cr_o (o o _ ooy Fr o
ox2 Ox \ Ox dydx Oy \ Ox Ox0y’  Oy2

Seien nun iy, ..., ik € {1,...,n}. Dann definiert man rekursiv

okf 0 ok1f
aX,'l<aX,'l<71 NN 8X,'1 - aX,'k 8X,'k718X,'k72 “en 8X,'1
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Ableitungen hoherer Ordnung.

Definition: Die Funktion f(x) heiBt k—fach partiell differenzierbar, falls alle
Ableitungen der Ordnung k,

Okf
_— furalleriy,..., ik €{1,....n
8X,"((9X,'k71 coo BX,'l Ly 1k { ’ ’ }’
auf D existieren.
Alternative Notationen:
Okf
DD _,...Djf = f)<f1...x;

8X,',((3'X,'1<71 . 8x,-1 - 13

Sind alle Ableitungen k—ter Ordnung stetig, so heiBt die Funktion f(x) k—fach
stetig partiell differenzierbar oder auch CkK~Funktion auf D. Stetige Funktionen
f(x) nennt man auch C°-Funktionen.

1 . n
Beispiel: Fiir die Funktion f(xi,...,x,) = [[ x/ gilt Bxa f‘dxl =7
i=1 e
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Partielle Ableitungen sind nicht beliebig vertauschbar.

ACHTUNG: Die Reihenfolge, in der die partiellen Ableitungen
durchzufiihren sind, ist im Allgemeinen nicht beliebig vertauschbar!

Beispiel: Fiir die Funktion
fiir (x, y) # (0,0)

0 : fiir (x,y) = (0,0)

berechnet man direkt

£,(0,0) = a% (gi(o,oﬂ "

£(0,0) = (g;(O,O)):Jrl

d.h. £ (0,0) # £,(0,0).
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Vertauschbarkeitssatz von Schwarz.

Satz: Ist f : D — R, D C R" offen, eine C2—Funktion, so gilt

82f( )= O%f
OxjOx; ApasarR = Ox;iOx;

(X153 Xn)
fur alle i,j € {1,...,n}.

Beweisidee:

Zweifache Anwendung des Mittelwertsatzes.

Folgerung:

st £(x) eine CX—Funktion, so kann man die Reihenfolge der
Differentiationen zur Berechnung der partiellen Ableitungen bis zur k—ten
Ordnung beliebig vertauschen!
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Beispiel zur Vertauschbarkeit partieller Ableitungen.

Berechne fiir die Funktion
f(x,y,2) = y?zsin(x®) + (cosh y + 17ex2)z2
die partielle Ableitung dritter Ordnung f.
Die Reihenfolge der partiellen Ableitungen ist vertauschbar, da f € C3.

@ Differenziere zunachst nach z:

f
% = y?sin(x®) + 2z(cosh y + 17ex2)
V4
@ Differenziere dann f, nach x (damit fillt cosh y raus):
£ = 82 (y2 sin(x?) + 2z(cosh y + 17eX2))
X

= 3x%y?cos(x®) + 68xze”
@ Fiir die partielle Ableitung von f,, nach y erhalten wir schlieBlich

fyz = 6x°y cos(x?)
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Der Laplace—Operator.

Der Laplace—Operator ist definiert durch

n

82

A= ——

0x:

i=1 o

Fiir eine skalare Funktion u(x) = u(x, ..., x,) gilt somit
= 8%u
Au = W:unn"_'”"‘uxnxn

i=1 i

Beispiele fiir wichtige partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung:

1
Au——uy = 0 (Wellengleichung)
c
1 . . :
Au— U = 0 (Warmeleitungsgleichung)
Au = 0 (Laplace—Gleichung oder Potentialgleichung)
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Vektorwertige Funktionen.

Definition: Sei f : D — R™, D C R" offen, f = (f1,..., fm)T, eine
vektorwertige Funktion.

Die Funktion f heiBt partiell differenzierbar in x0 € D, falls fiir alle
i=1,...,n die Grenzwerte

existieren. Die Berechnung erfolgt komponentenweise

%

OX;
gf_(xo): : firi=1,...,n
i Ofm

8X,'
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Vektorfelder.

Definition: Fiir m = n nennt man die Funktion f : D — R” ein Vektorfeld
auf D. Ist jede Koordinatenfunktion f;(x) von f = (fi,...,f,)" eine
Ck=Funktion, so nennt man f ein Ck—Vektorfeld.

Beispiele fiir Vektorfelder:

e  Geschwindigkeitsfelder von stromenden Fliissigkeiten oder Gasen;
e elektromagnetische Felder;
e Temperaturgradienten in Festkorpern.

Definition: Fiir ein partiell differenzierbares Vektorfeld f : D — R”"
definiert man die Divergenz in x € D durch

naf;

e 0) . N 9T
divf(x") := 2 o

(x°)

oder

divf(x) = Vf(x) = (V,f(x))
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Rechenregeln und Rotation.

Es gelten die folgenden Rechenregeln:
div(af+8g) = adivf+ pdivg firf,g: D — R"
div(p-f) = (Veo,f)+edivf firp: D —R,f: D —R"
Bemerkung: Ist f : D — R eine C?>~Funktion, so gilt fiir den

Laplace—Operator
Af =div(VT)

Definition: Fiir ein partiell differenzierbares Vektorfeld im R3 f: D — R3,
D c R3 offen, definiert man die Rotation durch

0y (0h 0k OR Of 0f OR\'
. 8xz aX3 ’ 8X3 8x1 ’ 6X1 8X2

x0

Ingenuin Gasser (Mathematik, UniHH) Analysis 111 fiir Ingenieure 23 /100



Alternativ Notationen und weitere Rechenregeln.

e e e3
rot f(x) = V x f(x) = aixl 8%2 8%3
h £
Bemerkung: Es gelten die folgenden Rechenregeln:
rot(af+0g) = arotf+ frotg
rot(p-f) = (V) xf+protf
Bemerkung: Ist ¢ : D — R, D C R3, eine C?>-Funktion, so folgt

rot (Vo) =0,

mit dem Vertauschbarkeitssatz von Schwarz, d.h. Gradientenfelder sind stets

rotationsfrei.
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Kapitel 1. Differentialrechnung mehrerer Variablen

1.2 Das vollstandige Differential

Definition: Sei D C R" offen, xX° € D und f : D — R™. Die Funktion f(x)
heiBt differenzierbar in x° (oder vollstindig differenzierbar bzw. total
differenzierbar in xp), falls es eine lineare Abbildung

I(x,x%) := A - (x — x%)
mit einer Matrix A € R™*" gibt, fiir die die Approximationseigenschaft
f(x) = (%) + A« (x = x°) + o(|x —x°|)
gilt, d.h.
im f(x) — f(x°) — A - (x — x0)

iy Tx—>]

=0.
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Das vollstandige Differential und die Jacobi—-Matrix.

Bezeichnungen: Man nennt die lineare Abbildung | das vollstandige
Differential oder das totale Differential von f(x) im Punkt x°, und man

bezeichnet | mit df(x°).

Die zugehdrige Matrix A heiBt Jacobi—Matrix oder Funktionalmatrix von
f(x) im Punkt x° und wird mit Jf(x%) (manchmal auch mit Df(x°) oder

f/(x%)) bezeichnet.

Bemerkung: Fiir m = n = 1 erhalten wir die bekannte Beziehung
f(x) = f(x0) + f'(x0)(x = x0) + o(|x — x0])

fir die Ableitung f’(xo) im Punkt xo.

Bemerkung: Im Fall einer skalaren Funktion (m = 1) ist A = a ein
Zeilenvektor und a(x — x°) ein Skalarprodukt (a”,x — x?).

Ingenuin Gasser (Mathematik, UniHH) Analysis 111 fiir Ingenieure 26 /100



Vollstandige und partielle Differenzierbarkeit.

Satz: Seif: D = R™, x> € D ¢ R", D offen.

a) Ist f(x) in x° differenzierbar, so ist f(x) auch stetig in x°.

0

b) Ist f(x) in x° differenzierbar, so ist das (vollstindige) Differential und
damit auch die Jacobi—Matrix eindeutig bestimmt und es gilt

of , o
87X1(X )
JF(<) = 5
Ofm
Ax1

(%)

Ofy (0 Df (x)
B, (x7)

of

B %) Dfin(x%)

c) Ist f(x) eine C1-Funktion auf D, so ist f(x) auf D differenzierbar.
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Beweis von a).

Ist f in x° differenzierbar, so gilt nach Definition

im f(x) — f(x) — A - (x — x9)

=0
A Ix—>

Daraus folgt aber

lim If(x) = () = A- (x —=x%)|| =0

X—>X

und wir erhalten

IFG) = OO < IIFG) = F(<) = A (x =X + A (x = x|

— 0 fiir x — x°

Damit ist die Funktion f stetig im Punkt x°.
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Beweis von b).

Sei x =x0 + te;, |t| < e, i€ {l,...,n}. Daf im Punkt x° differenzierbar

ist, folgt
f(x) — f(x%) — A - (x — x?)

T e O
Wir schreiben nun
f(x) — f(x%) — A - (x — x0) f(x% + te;) — f(x0)  tAe
[[x = x%| oo ; |t L
t f(x0 + te;) — f(x°
_ (o))

— 0 firt — 0

Daraus folgt

im f(xO + tej) — f(xo)

= Ae; i=1,...,n
t—0 t
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Beispiele.

@ Betrachte die skalare Funktion f(xi,x2) = x;€>2. Dann lautet die
Jacobi—Matrix:
Jf(Xl,XQ) = Df(Xl,XQ) = (92)(2(17 2X1)

@ Betrachte die Funktion f : R3 — R? definiert durch

X1X2X3
f(x1,x2, x3) =

sin(x1 + 2x2 + 3x3)

Die Jacobi—Matrix ergibt sich in der Form

8X1 6)@ (9X3 X2X3 X1X3 X1 X0
J(x1, x2,x3) = =

o Ofh  Of cos(s) 2cos(s) 3cos(s)

8X1 8X2 8X3

wobei s = x; + 2x> + 3x3.
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Weitere Beispiele.

@ Sei f(x) = Ax, A € R™*" und x € R". Dann gilt
Ji(x) =A fur allex € R”

o Sei f(x) =x"Ax = (x,Ax), A € R™" und x € R".

Dann gilt
f
gx; = (ej, Ax) + (x, Aej)
= e/ Ax+xTAe;
= x"(AT 4+ Ae;

Daraus folgt
Jf(x) = gradf(x) = x" (AT + A)
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Differentiationsregeln.

Satz:

a) Linearitdt: Sind f, g : D — R™ differenzierbar in x% € D, D offen, so ist
auch af(x%) + Bg(x°), o, B € R, differenzierbar in x° und es gilt

d(of + 8g)(x°) = adf(x’)+ Bdg(x°)
Jaf +8g)(X°) = aJf(X®)+ B Jg(x°)
b) Kettenregel: Ist f : D — R™ differenzierbar in x% € D, D offen, und ist

g : E — R differenzierbar in y° = f(x°) € E C R™, E offen, so ist go f
ebenfalls in x° differenzierbar.

Fiir die Differentiale gilt

d(g o f)(x°) = dg(y°) o df(x°)

und analog fiir die Jacobi—Matrizen
J(g o)) = Jg(y°) - JF(x°)
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Beispiel zur Kettenregel.

Sei h:/ — R”, | C R Intervall, eine in ty € | differenzierbare Kurve mit
Werten in D C R”, D offen, und f : D — R eine in x° = h(to)
differenzierbare skalare Funktion.

Dann ist auch die Hintereinanderausfiihrung

(foh)(t) = f(hi(t),..., ha(t))

in tp differenzierbar, und fiir die Ableitung gilt:
(foh)(t) = Jf(h(to)) - Jh(to)
= gradf(h(t)) - h'(to)

= Y S hlte) - Hilto)

k=1
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Richtungsableitungen.

Definition: Sei f : D — R, D C R" offen, X € D, und v € R\ {0} ein
Vektor. Dann heiBt

D, F(°) = fim F(O + tv) — F(x9)

t—0 t

die Richtungsableitung (Gateaux—Ableitung) von f(x) in Richtung v.

Beispiel: Sei f(x,y) = x>+ y? und v = (1,1)". Dann gilt fiir die
Richtungsableitung in Richtung v:

)2 £2 - 52 2
D, f(x,y) = lim X+t +r+t) —x"—y
t—0 t
_ 2xt + t2 4 2yt + t2
m

= |
t—0 t

= 2(x+y)
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Bemerkungen.

@ Fiir v = e; ist die Richtungsableitung in Richtung v gegeben durch die
partielle Ableitung nach der Koordinatenrichtung x;:

D, F() = 57 )

@ Ist v ein Einheitsvektor, also ||v|| = 1, so beschreibt die Richtungsableitung
D, f(x°) den Anstieg (bzw. die Steigung) von f(x) in Richtung v.

@ Ist f(x) in x° differenzierbar, so existieren simtliche Richtungsableitungen
von f(x) in x® und mit h(t) = x° + tv gilt

D, f(x°) = %(f o h)|t=o = grad F(x°) - v

Dies folgt unmittelbar aus der Anwendung der Kettenregel.
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Eigenschaften des Gradienten.

Satz: Sei f : D — R, D C R" offen, in x° € D differenzierbar. Dann gilt
a) Der Gradientenvektor grad f(x°) € R” steht senkrecht auf der Niveaumenge
Ny = {x € D|f(x) = f(x°)}
Im Fall n = 2 nennt man die Ni\_/_eaumengen auch Hohenlinien, im Fall n =3
heiBen die Niveaumengen auch Aquipotentialflachen.

2) Der Gradient grad f(x°) gibt die Richtung des steilsten Anstiegs von f(x) in

X0 an.

Beweisidee:
a) Anwendung der Kettenregel.
b) Fiir beliebige Richtung v gilt mit der Cauchy—Schwarzschen Ungleichung
Dy F(x°)] = |(grad £(x°),v)| < [lgrad f(x°)]2
Gleichheit wird fiir v = grad f(x°)/||grad f(x°)||> angenommen.
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Krummlinige Koordinaten.

Definition: Sei ® : U — V, U, V C R" offen, eine C'~Abbildung, fiir die
die Jacobimatrix J®(u®) an jeder Stelle u® € U regulir ist.

Weiterhin existiere die Umkehrabbildung ®~1: V — U und diese sei
ebenfalls eine C1-Abbildung.

Dann definiert x = ®(u) eine Koordinatentransformation von den
Koordinaten u auf x.

Beispiel: Betrachte fiir n = 2 die Polarkoordinaten u = (r,¢) mit r > 0
und —7m < ¢ < 7 und setze

X = rcosy
y = rsingp

mit den kartesischen Koordinaten x = (x, y).
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Umrechnung der partiellen Ableitungen.

Fiir alle u € U mit x = ®(u) gelten die Relationen
o Hd(u) = u

Joi(x)-Jo(u) = 1, (Kettenregel)

Jo7Hx) = (Jo(u)?
Sei nun f : V — R eine gegebene Funktion und setze
f(u) := F(®(u))

Dann folgt aus der Kettenregel:

n

If 00, - Of
_. ij 9T
8u, Z 8XJ ou; .;g 0x;

0%,

mit

gl = g b= (&%) = (o))"
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Notationen.

Wir verwenden die abkiirzende Schreibweise

) .0
ou; Zgja
1 j=1 Y

Analog lassen sich die partiellen Ableitungen nach x; durch die partiellen
Ableitungen nach u; ausdriicken mit

0 4 0
ox = 2 8igy
j=1

wobei )
(g7) = (€)' =) T =)

Man erhilt diese Beziehungen durch Anwendung der Kettenregel auf &1,
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Beispiel: Polarkoordinaten.

Wir betrachten die Polarkoordinaten

x = d(u) = ( reosy )

rsin g

Dann berechnet man

Job(u) = < cosp —rsing >

sinp  rcosgp

und damit

cosp  singp G = sin

(g%) = (g5) =

—rsingp rcosy sin ¢ lcosg)
r
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Partielle Ableitungen fiir die Polarkoordinaten.

Fiir die Umrechnung der partiellen Ableitungen bekommt man nun

g = cos g — 1sin i
ox Por r (P&p
ﬁ = sin g S 1cos —
dy Por T r (p&p

Beispiel: Umrechnung des Laplace-Operator auf Polarkoordinaten

9 od? & sin(2p) 97 sin® o 9% sin(2go)i+ sin® ¢ &
ox2 Yor r  Ordp r2 9yp? r2 Op r Or
0? ., 0% sin(2p) 02 cos?p 92 sin(2p) O cos’p O
o T PRt T e, 0 A a1 o

A = i2+372_872+i872+12
0x2 0y2 0r2  r29p?  r Or
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Beispiel: Kugelkoordinaten.

Wir betrachten die Kugelkoordinaten

r cos ¢ cos 0
x=®(u)=| rsinpcosd

rsinf

Die Jacobi—Matrix ist dann gegeben durch:

cospcos —rsingpcos —rcosywsinb
J®(u)=| sinpcosf rcospcosf —rsingsinf

sin @ 0 rcos@
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Partielle Ableitungen fiir die Kugelkoordinaten.

Fiir die Umrechnung der partiellen Ableitungen bekommt man nun

9 _ cos i cosf — 0 —Sinii—lcos sinf —
ox X Or rcosf 0p r X 00
0 0 cosp O

ay sm«pcos@ar+rCOSQ%—;sm@smGag
0 o 1 0

5 = sm@a——i-fcosG%

Beispiel: Umrechnung des Laplace-Operators auf Kugelkoordinaten

H? 1 0?2 1 62 20 tanf 0

Azi —_ _—
or? * r2 cos? 0 0p? u r2 0602 * r or r?2 96
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Kapitel 1. Differentialrechnung mehrerer Variablen

1.3 Mittelwertsatze und Taylor—Entwicklungen

Satz (Mittelwertsatz): Sei f : D — R eine auf einer offenen Menge D C R”
differenzierbare, skalare Funktion. Weiterhin seien a,b € D Punkte in D, so dass
die Verbindungsstrecke

[a,b] :=={a+t(b—a)|t €[0,1]}
ganz in D liegt. Dann gibt es eine Zahl 6 € (0,1) mit
f(b) —f(a) =gradf(a+6(b—a)) - (b—a)

Beweis: Wir setzen
h(t) := f(a+ t(b —a))

Aus dem Mittelwertsatz fiir eine Veranderliche folgt dann mit der Kettenregel

f(b)— f(a) = h(1)—h(0) = H(0)-(1—0)

gradf(a+0(b—a))-(b—a)
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Definition und Beispiel.

Definition: Gilt die Bedingung [a,b] C D fiir alle Punkte a,b € D, so
heiBt die Menge D konvex.

Beispiel zum Mittelwertsatz: Gegeben sei die skalare Funktion
f(x,y) := cosx +sin y
Offensichtlich gilt
f(0,0) = f(n/2,7/2) =1 = f(x/2,7/2)—f(0,0)=0

Nach dem Mittelwertsatz existiert ein 6 € (0,1) mit

/2 /2 \
gradf<9< /2 >) : ( /2 ) =0
In der Tat gilt diese Beziehung fiir 6 = 1.
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Mittelwertsatz gilt nur fiir skalare Funktionen.

Beachte: Der Mittelwertsatz fiir mehrere Variablen gilt nur fiir skalare
Funktionen, aber i.A. nicht fiir vektorwertige Funktionen!

Beispiel: Betrachte die vektorwertige Funktion

f(t) == ( cost ) te[0,r/2]

sint

w2 -10=(1)-(5)=(71)

, (T 7r s —sin(f7/2)
f (0§> ' (§ _0) 2 < cos(6/2) )

ABER: Die Vektoren auf der rechten Seite haben die Lingen v/2 bzw. 7/2 !

Nun gilt

und
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Der Mittelwert—Abschatzungssatz fiir vektorwertige
Funktionen

Satz: Die Funktion f : D — R"™ sei differenzierbar auf der offenen Menge
D C R". Weiterhin seien a,b Punkte in D mit [a,b] C D. Dann gibt es ein
6 € (0,1) mit

[f(b) —f(a)ll2 < [[Jf(a +6(b —a)) - (b—a)l}2

Beweisidee: Anwendung des Mittelwertsatzes auf die skalare Funktion g(x)
definiert durch

g(x) == (f(b) — f(a)) Tf(x) (Skalarprodukt!)
Bemerkung: Eine andere (abgeschwichte) Form der Mittelwert—Abschitzung ist

If(b) —f(a)ll < sup [JF(E))II - [I(b—a)l

§€[a,b]

wobei || - || eine beliebige Vektor— bzw. zugehérige Matrixnorm ist.
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Taylor—Entwicklungen: Notationen.

Zunachst definieren wir einen Multiindex o € Nj als
a:=(oq,...,ap) €ENJ
Weiterhin sei
la] ;=1 4+ -+ ap al i =ag!l- - ap!

Ist f : D — R |a|-mal stetig differenzierbar, so setzen wir

alelf
D% =Dy Dp*... Dy = XM Axgn

wobei D" = D; ... D; und wir schreiben
———

a;—mal

7= firx = (x1,...,xn) € R".

n
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Der Satz von Taylor.

Satz: (Satz von Taylor)
Sei D C R" offen und konvex, f : D — R eine C™t1=Funktion und sei
xp € D. Dann gilt fiir x € D die Taylor—Entwicklung

F(x) = Tm(xx0) + Rm(x; %0) iﬁ ’
D*f(xo) [ -
Tm(x;x0) = Z 7|(X = %0)" = 16 ) % prosl
‘a|§m o! IR y&
D%f(xg + 0(x — x «
Rm(X;XO) _ Z ( 0 al( 0)) (X—XO)
jaf=m-+1 '

mit einem geeigneten 6 € (0, 1).

Bezeichnung: In der obigen Taylor—Entwicklung heiBt T,,(x;xo) Taylor—Polynom
m—ten Grades und R, (x;xo) wird als Lagrange—Restglied bezeichnet.
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Herleitung der Taylorschen Formel.

Wir definieren eine skalare Funktion einer Variablen t € [0, 1] als

g(t) = flo+tlx—x0)) 4

und berechnen die Taylor-Entwicklung um ¢ = 0. Es gilt:

- ()

g(1) —@)ﬂ/w w fir ein £ € (0,1).

Die Berechnung von g’(0) liefert mit der Kettenregel

§0) = SAOQ+ tho )8+t ), X+t )|
= le(Xo)'(Xl—Xi)) .+ D, f(X() W 4/0/“.//
D f(x o
- Z a? O)'(X7X0)
|a|=1
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Fortsetzung der Herleitung.

i 0 (R (g )] ohs®)

Berechnung von g”(0) liefert c (T (x-x ) =

5 oo (A Hon)] o

" d2 d - 0 0 0

0) = X0 + t(X — X ‘ = — Dy f(x” + t(x —x))(xx — X,
g"(0) g ot tx—x))| dtz kf (X 4 t( NGk —xc)| _

b /3 3 32 r . lf%l o ] .
;{Z;:/\ = U /‘ JT\ T"‘“ P (x-8) ) T "/ _~ =

= Duf(xo)(a — X)) + Darf (x0) (1 — x¢) (2 — Xz)
+...+ Djf(x0)(x; —x,-o)(xj —xﬁ)—i—...—i—

_ + D010 (x0) (a1 —x,, )0 — x) + Dnnf(xo)( 02 )
)\57?%/' {'X [\ r ”X\j - ‘/H P \/4 ﬂ‘//(

D~f
Z %(x —x0)% (Vertauschungssatz von Schwarz!)

J="1

|or|=2
Q LJ‘

Nun: Beweis der Taylor—Formel mittels vollstandiger Induktion!
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Beweis des Satzes von Taylor.

Die Funktion
g(t) = 7"(x0 + t(x — xo))

ist (m + 1)—mal stetig differenzierbar, und es gilt

M (k) (m+1)
g(l) = Z £ k!(O) -+ g(m m ;[(fl) fir ein 6 € [0, 1].

Weiterhin gilt (per Induktion iiber k)

(k) af(x0
g (0): Z D f( )(X_XO)a

k! ol

|a|=k

und

(m+1)(g Df(x% 4 9(x — x° “
g(m—i—l()!) B Z ( a!( ) =)
|a|=m+1
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Beispiel zur Taylor—Entwicklung.

© Berechne das Taylor—Polynom T, (x; xg) zweiten Grades der Funktion
f(x,y,z) =xy?sinz
zum Entwicklungspunkt (x,y,z) = (1,2,0)".

@ Die Berechnung von T)(x;xg) benétigt die partiellen Ableitungen bis
zur zweiten Ordnung.

© Diese Ableitungen miissen am Punkt (x,y,z) = (1,2,0)7
ausgewertet werden.

© Als Ergebnis erhalt man T(x; xg) in der Form
Ta(x;x0) = 4z(x +y — 2)
© Berechnung auf Folie.
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Bemerkung zum Restglied eines Taylor—Polynoms.

Bemerkung: Das Restglied eine Taylor—Polynoms enthilt alle partiellen
Ableitungen der Ordnung (m + 1): f)

R (x: 0) — Z D*f(xo + 0(x — x0))

al (x=x0)?

|a|=m+1

Sind all diese Ableitungen in der Nidhe von xg durch eine Konstante C beschrankt,
so gilt die Restgliedabschatzung

b m
Rl < s Cllc = w2

Fiir die Approximationsgiite des Taylor—Polynoms einer C"*!~Funktion folgt
daher
F(x) = Tim(x;x0) + O (|Ix = xol| ™)

Spezialfall m = 1: Fiir eine C>~Funktion f(x) bekommt man
f(x) = F(0) + grad F(x°) - (x — x°) + O(||x — X°||?).
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Die Hesse—Matrix.

Man nennt die Matrix
faxi(X0) -+ faxa(X0)
Hf (xo) :=
Faa(X0) -+ Frx (X0)
die Hesse-Matrix von f(x) im Punkt xo.
Hesse—Matrix = Jacobi—Matrix des Gradienten Vf

Die Taylor—Entwicklung einer C3—Funktion lautet daher

f(x) = f(xo) + grad f(xo)(x — xo) + %(x —x0) "THF (x0)(x — x0) + O(||Ix — xo||*)

Die Hesse—Matrix einer C>~Funktion ist symmetrisch.
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Kapitel 2. Anwendungen der Differentialrechnung mehrerer
Variablen

2.1 Extrema von Funktionen mehrerer Veranderlichen

Definition: Sei f : D — R) D C'R") und x° € D. Dann hat f(x) in x°
@ ein globales Maximum, falls f(x) < f(x°) fiir alle x € D.

@ ein strenges globales Maximum, falls f(x) < f(x°) fiir alle x € D.
Ar \ \

ein lokales Maximum, falls es ein € > 0 gibt mit o =X

f(x) < F(x°) fiir alle x € D mit [|x — x°|| < e.

@ ein strenges lokales Maximum, falls es ein € > 0 gibt mit

f(x) < f(x°)  fiir alle x € D mit HW&M
T "
Analoge Definitionen fiir Minima. /,+%7i'g;u~
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Notwendige Bedingung fiir lokale Extrema.

Satz: Besitzt eine C1—Funktion f(x)|in einem Punkt x° € D° ein |okales

Extremum |(Minimum oder Maximum), so gilt ¢ *‘;w‘;«\'ﬁ /
A ’A,@;r‘ ]
grad f(x°) =0 € R" T[ b o /zjr

H=O Ty

Beweis: Fiir ein beliebiges v € R”, v # 0 ist die Funktion
o(t) == + tv)

in einer Umgebung von t° = 0 stetig difFerenzierba(/q[VWA xa EX et

Weiterhin hat ¢(t) bei t° = 0 ein lokales Extremum. Damit folgt:
r‘/ngwa

g <7 = 0=0/(0) = grad F() v = prodffa) v =
, . : : ¥V *0
Da dies fiir alle v = 0 gilt, folgt die Bedingung:
grad f(x°) = (0,...,0)7
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Bemerkungen zu lokalen Extremwerten.

Bemerkungen: BTN M
@ Die Bedingung grad f(x°) = 0 liefert gewdhnlich ein nichtlineares

Gleichungssystem zur Berechnung von x = x° mit n Gleichungen und n
Unbekannten.

@ Die Punkte x? € D° mit|grad f(x°) = O|nennt man|stationire Punkte|von
f(x). Stationdre Punkte sind nicht notwendigerweise lokale Extremwerte.

ﬁ Zum Beispiel besitzt die Funktion y \ :Wg
Vo » (1=, tir
\| : f(x,y) = x*—y* flol =0
"/ )
den Gradlenten - _
grad f(x, y) = 2(x, —y) x
N

und hat daher nur einen stationiren Punkt x’ = (0,0)7. Der Punkt x° i
jedoch ein Sattelpunkt von f, d.h. in jeder Umgebung von x° gibt es zwei
Punkte x! und x? mit

f(x') < F(x°) < F(x®).
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Klassifikation stationarer Punkte.

Satz: Sei f(x) eine|C?>~Funktion| auf D® und|x® € D° ein stationirer Punkt
von f(x), d.h.|grad f(x") = 0.

a) Notwendige Bedingung

Ist x ein lokales Extremum von f(x), so gilt:

x0 lokales Minimum = H f(x°) positiv semidefinit
x0 lokales Maximum = H f(x°) negativ semidefinit

b) Hinreichende Bedingung
Ist H f(x°) positiv definit (bzw. negativ definit), so ist x° ein strenges
lokales Minimum (bzw. Maximum) von f(x).

Ist H (x%) indefinit, so ist x° ein Sattelpunkt, d.h. es gibt in jeder
Umgebung von x? Punkte x! und x2 mit f(x!) < f(x%) < f(x?).
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Beweis des Satzes, Teil a).

Sei x° ein lokales Minimum. Fiir v # 0 und & > 0 hinreichend klein folgt aus der

Taylor—Formel
-0

f(x —l—av)—f(x) (ev)TH f(x + fev)(ev) >0 (1)
/\/’_\ _/'S\

mit 8 = (e, v) € (0,1). \ Ral X;\,,) jajéé)Z, H’u

Der Gradient in der Taylorentwicklung verschwindet, grad f(x°) = 0, denn x° ist
stationar.

Aus (1) folgt
vIH (X + fev)v > 0 (2)

Da f(x) eine C?>~Funktion ist, ist die Hesse—Matrix eine stetige Abbildung. Im
Grenzwert £ — 0 folgt daher aus (2),

vIHF(C)v >0 Jf\/ = K"
d.h. Hf(x?) ist positiv semidefinit.
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Beweis des Satzes, Teil b).

Ist H £(x°) positiv definit, so ist H f(x) ebenfalls in einer hinreichend kleinen
Umgebung x € K.(xX°) € D um x° positiv definit. Dies folgt aus der Stetigkeit der
zweiten partiellen Ableitungen.

Fiir x € K.(x?), x # x0 gilt damit
f(x) - f(x°) = %(x —xO)TH F(x® + 0(x — x°))(x — x°)
> 0
mit 6 € (0,1), d.h. f(x) hat in x° ein strenges lokales Minimum.

Ist H £(x°) indefinit, so existieren zu Eigenwerten von H f(x°) mit verschiedenen
Vorzeichen gewisse Eigenvektorenw mit

vIHFOO)v >0 | w HF(x®)w <0

und somit ist x° ein Sattelpunkt.
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Bemerkungen.

@ Ein stationdrer Punkt x° mit|det Hf (x°) = 0 |heiBt|ausgeartet.| Die
Hesse-Matrix besitzt dann der| Eigenwert A= 0]

@ Ist X0 hicht ausgeartet| so gibt es 3 Fille fiir die Eigenwerte von Hf (x°):

alle EW sind strikt positiv. = x° ist strenges lokales Minimum
alle EW sind strikt negativ. = x° ist strenges lokales Maximum

es gibt strikt pos. und neg. EW = x° Sattelpunkt

@ Die folgenden Implikationen gelten (aber fiir keine die Umkehrung)

x? lokales Minimum < 9 strenges lokales Minimum
Hf (x°) positiv semidefinit <« Hf (x°) positiv definit
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Weitere Bemerkung.

@ Ist f(x) eine C3—Funktion, x° ein|stationirer Punkt von f(x)
und Hf (x°) positiv definit,l so gilt die Abschatzung.

(x— XO)T Hf(xo) (x— XO) > Amin - |IX — X0H2

wobei Anyin den kleinsten Eigenwert der Hesse—Matrix bezeichnet.

Nach dem Satz von Taylor gilt dann:

1
f(X) - f(xo) 2 §>‘min||x - XO||2 a4 %(X; XO)
>\min
> Ix- P (22 - clx—1)

mit einer geeigneten Konstanten C > 0.

Um x° wichst f(x) somit mindestens quadratisch mit dem Abstand von x°.
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Beispiel.

Wir betrachten die Funktion
f(x,y) =y (x = 1) + x*(x + 1)
und suchen die stationdren Punkte:
grad f(x,y) = (y* + x(3x + 2),2y(x — 1)) 7
Die Bedingung grad f(x, y) = O liefert die beiden stationdren Punkte
xX*=(0,00" und  x'=(-2/3,0)7.

Die jeweiligen Hesse~Matrizen von f an den Stellen x° und x! lauten

Hf(x°)—(§ _2) und Hf(xl)—(_g _1%/3)

Die Matrix Hf (x%) ist indefinit, also ist x° ein Sattelpunkt, Hf(x!) ist negativ
definit, somit ist x! ein strenges lokales Maximum von f(x).
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Kapitel 2. Anwendungen der Differentialrechnung mehrerer

Variablen

2.2 Implizit definierte Funktionen
Ziel: Untersuche die Lésungsmengen von nichtlinearen
Gleichungssystemen der Form

g(x) =0

mit g: D — R™, D C R”, d.h. wir betrachten m Gleichungen fiir n

Unbekannte mit
m < n.

Also: Es gibt weniger Gleichungen als Unbekannte.

Man nennt dann das Gleichungssystem unterbestimmt und die
Losungsmenge G C R" enthalt gewdhnlich unendlich viele Punkte.
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Auflosbarkeit von (nichtlinearen) Gleichungen.

Frage: Kann man das System g(x) = 0 nach bestimmten Unbekannten, zum

Beispiel den letzten m Variablen x,_ 41, .., X, auflésen?
Mit anderen Worten: Existiert eine Funktion f(xy, ..., Xp—m) mit
gx)=0 <= (Xo—m+1,--- ,x,,)T = f(X1, ey Xn—m)

Terminologie: " Auflésen” bedeutet also die letzten m Variablen durch die ersten
n — m Variablen zu beschreiben.

Weitere Frage: Nach welchen m Variablen l3sst sich das Gleichungssystem
aufldsen? Ist die Auflésung global auf dem Definitionsbereich D méglich oder nur

lokal auf einer Teilmenge D C D?

Geometrische Interpretation: Die Lésungsmenge G von g(x) = 0 l3sst sich
(zumindest lokal) als Graph einer Funktion f : R"~™ — R™ darstellen.
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Beispiel.

Die Kreisgleichung
gx,y)=x>+y>—r*=0 mit r > 0

definiert ein unterbestimmtes nichtlineares Gleichungssystem, denn wir
haben zwei Unbekannte (x, y), aber nur eine Gleichung.

Die Kreisgleichung lasst sich lokal auflésen und definiert dabei die
folgenden vier Funktionen:

y = Vr2—x2 —r<x<r
y = —Vr2—x?, —r<x<r
x = rP—y?, —r<y<r
x = —\/rP—y2, —r<y<r
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Beispiel.

Sei g(x) eine affin—lineare Funktion, d.h. g hat die Form
gx)=Cx+b firCeR™" beR"
Wir spalten die Variablen x in zwei Vektoren auf
x(1) = (x1, ... ,x,,_m)T ER™ und x? = (Xn—m+1, - - - ,x,,)T cR”
Aufspaltung der Matrix C = [B, A] ergibt die Darstellung
g(x) = Bx(M + Ax® 1 p

mit B € Rm*(n—m) A c Rmxm

Das Gleichungssystem g(x) = 0 ist genau dann nach den Variablen x(2)
(eindeutig) auflosbar, falls A regular ist:

gx) =0 <« x® =_A1BxY +b)=rfxD)
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Fortsetzung des Beispiels.

Frage: Wie kann man die Matrix A in Abhangigkeit von g schreiben?

Aus der Darstellung
g(x) = Bx() + Ax®) 4+ b

erkennt man direkt, dass

_ O
- ox®)

gilt, d.h. A ist die Jacobi—Matrix der Abbildung

(xM), x(2))

fiir festes x(1)1

Fazit: Auflosbarkeit ist somit gegeben, falls die Jacobi—Matrix regular ist.
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Satz liber implizite Funktionen.

Satz: Sei g : D — R™ eine C'~Funktion, D C R" offen. Die Variablen in D seien
(x,y) mit x € R"~™ und y € R™. Der Punkt (x°,y°) € D sei eine Lésung von
g(x%,y%) =0.

Falls die Jacobi—Matrix

P} 8

o 28(0,5%) . FB6CY)

ai(xoayo) =

Y 08m 8gm
(%Y%) o gEm(x%yP)

reguldr ist, so gibt es Umgebungen U von x° und V von y°, U x V C D und eine
eindeutig bestimmte stetig differenzierbare Funktion f : U — V mit

fx°) =y° und g(xf(x)) =0 fiirallexe U

3509 =~ (Beeron)  (Bewrcon)
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Beispiel.

Fiir die Kreisgleichung g(x,y) = x?> +y? — r?> = 0,r > 0 findet man im
Punkt (x°,y%) = (0, r)

% 0. =0 %80 =
8X(0’ r) =0, ay(O, r)=2r#0

Man kann also in einer Umgebung von (0, r) die Kreisgleichung nach y
auflosen:
f(x)=Vr?—x?

Die Ableitung f’(x) kann man durch implizite Diffentiation berechnen:
g, y(x) =0 = gx(x,y(x))+g(x y(x)y'(x)=0
Also
2+ 2y(x)y'(x) =0 = y(x)=F(x)=-——+
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Ein weiteres Beispiel.

Betrachte die Gleichung g(x,y) = e +3y +x?—-1=0.
Es gilt
9g

@(X,y):ey_x+3>0 fir alle x € R.

Die Gleichung ist also fiir jedes x € R nach y =: f(x) auflésbar und f(x) ist eine
stetig differenzierbare Funktion. Implizite Differentiation liefert

Xy —1)+3y+2x=0 = y' =

Erneute Differentiation liefert

2+ e X(y —1)?
ey=x43

eyfxy// + ey—x(y/ . 1)2 + 3}/” +2=0 — y/ _

Aber: Explizites Auflésen nach y (mit Hilfe elementarer Funktionen) ist in diesem
Fall nicht moglich!

Ingenuin Gasser (Mathematik, UniHH) Analysis 111 fiir Ingenieure 72 /100



Allgemeine Bemerkung.

Implizites Differenzieren einer durch
9g
=0, —=#0
g(x,y) =0, oy "
implizit definierten Funktion y = f(x), mit x,y € R, ergibt

fllx) = -&
(x) g,

88 — 2888y T &8
&

f(x) =

Daher ist der Punkt x° ein stationdrer Punkt von f(x), falls gilt

g(x%y°) =g(x*,y°) =0 und g,(x%y%) #0

Weiter ist x° ein lokales Maximum (bzw. Minimum), falls

0 0 0 0
L(XO ’yo) >0 < bzw. L(XO ’yo) < 0)
g, (x%,y0) &,/(x%,y0)
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Implizite Darstellung ebener Kurven.

Betrachte die Losungsmenge einer skalaren Gleichungen

g(x,y) =0
Falls gilt
gradg = (gx,8y) #0
so definiert g(x, y) lokal eine Funktion y = f(x) oder x = f(y).

Definition: Ein Lésungspunkt (x°, y°) der Gleichung g(x,y) = 0 mit
e grad g(x?, y°) # 0 heiBt regulirer Punkt,
e grad g(x?, y°) = 0 heiBt singulirer Punkt.

Beispiel: Betrachte wieder die Kreisgleichung
glx,y)=x*+y*—r=0 mitr>0.
Auf der Kreislinie liegen keine singuldren Punkte!
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Horizontale und vertikale Tangenten.

Bemerkung:

a) Gilt fiir einen reguldren Punkt (x°,y°)

g(x*)=0 und gy(xo) #0

so besitzt die Lésungskurve eine horizontale Tangente in x°

b) Gilt fiir einen reguldren Punkt (x°, y°)

£(%) 20 und g,(x°) =0
so besitzt die Losungskurve eine vertikale Tangente in x°.

c) Ist x° ein singulirer Punkt, so wird die Lésungsmenge bei x° “in zweiter
N&herung" durch folgende quadratische Gleichung approximiert.

G () (x = x°)% + 28,0, (x°) (x = x°)(y — ¥°) + g, () (y — ¥°)* =0
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Bemerkungen.

Wegen c) erhdlt man fiir gy, gxy, 8y # O:
det Hg(xo) >0 : x%ist ein isolierter Punkt der Lésungsmenge
detHg(x°) <0 : x%ist ein Doppelpunkt
detHg(x®) =0 : xPist ein Riickkehrpunkt bzw. eine Spitze

Geometrische Interpretation:

a) Gilt det Hg(x°) > 0, so sind beide Eigenwerte von Hg(x°) entweder strikt
positiv oder strikt negativ, d.h. x° ist ein strenges lokales Minimum oder
Maximum von g(x).

b) Gilt det Hg(x%) < 0, so haben die beiden Eigenwerte von Hg(x°) ein
unterschiedliches Vorzeichen, d.h. x° ist ein Sattelpunkt von g(x).

c) Gilt detHg(x%) = 0, so ist der stationire Punkt x° von g(x) ausgeartet.
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Beispiel 1.

Betrachte den singulidren Punkt x° = 0 der impliziten Gleichung

g(x,y) =y (x—1)+x*(x—2) =0

Berechnung der partiellen Ableitungen bis zur Ordnung 2:

&x

Also ist X2 = 0 ein isolierter Punkt.
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2y(x—1)

6x — 4
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2(x—1)
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Beispiel 2.

Betrachte den singuliren Punkt x° = 0 der impliziten Gleichung
glx.y) =y (x 1) +x*(x +¢°) =0

Berechnung der partiellen Ableitungen bis zur Ordnung 2:

g = Yy +35+2xq°
g = 2y(x-1)

Foe = 6x—i—2q2

8y = 2y

gy = 2(x-1)

wo = (% 2)

Also ist x° = 0 fiir g # 0 ein Doppelpunkt.
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Beispiel 3.

Betrachte den singulidren Punkt x° = 0 der impliziten Gleichung

glxy) =y (x-1)+x>=0

Berechnung der partiellen Ableitungen bis zur Ordnung 2:

8x
8y
8xx
8xy
8yy

Hg(0)

y? 4+ 3x3
2y(x — 1)
6x

Also ist xX° = 0 eine Spitze (bzw. ein Riickkehrpunkt).
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Implizite Darstellung von Flachen.

@ Die Losungsmenge einer skalaren Gleichung g(x, y,z) = 0 ist fiir grad g # 0
lokal eine Fliche im R3.

@ Fiir die Tangentialebene in x° = (x°, %, z%)T mit g(x°) = 0 und
grad g(x°) # 07 bekommen wir fiir Ax® = x — x° mit Taylor-Entwicklung

grad g - AxX® = g (xX*)(x = x°) + g, (°)(y — y°) + &:(x’)(z — 20) = 0
d.h. der Gradient steht senkrecht auf der Fliche g(x,y, z) = 0.
@ Ist zum Beispiel g,(x°) # 0, so gibt es lokal bei x° eine Darstellung der Form
z=1f(x,y)

und fiir die partielle Ableitungen von f(x,y) bekommt man

— 1 8x & >
rad f(x,y) = (f, ) = —— (g, 8,) = [ - =,

g (x.y) = (K. 1)) gz(g 8y) ( 2 &

mit dem Satz iiber implizite Funktionen.
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Das Umkehrproblem.

Frage: Lasst sich ein vorgegebenes Gleichungssystem
y =f(x)
mit f: D — R", D C R" offen, nach x auflésen, also invertieren?

Satz: (Umkehrsatz)

Sei f : D — R", D C R” offen, eine C1—Funktion. Ist fiir ein x? € D die
Jacobi-Matrix Jf(x%) regulir, so gibt es Umgebungen U und V von x°
und y° = f(x%), so dass f den Bereich U bijektiv auf V' abbildet.

Die Umkehrfunktion =1 : V — U ist ebenfalls eine C1—Funktion und es
gilt fiir alle x € U:

JIFHy) = (JFe)) Yy =1f(x)
Bemerkung: Man nennt dann f lokal einen C!-Diffeomorphismus.
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Kapitel 2. Anwendungen der Differentialrechnung mehrerer

Variablen

2.3 Extremalprobleme unter Nebenbedingungen

Frage: Welche Abmessungen sollte eine Metalldose haben, damit bei
vorgegebenem Volumen der Materialverbrauch am geringsten ist?

Losungsansatz: Sei r > 0 der Radius und h > 0 die Héhe der Dose. Dann gilt
V = nr’h
O = 2nr*+2nrh
Setze bei vorgebenem Volumen ¢ € R, und mit x :=r,y := h,
f(x,y) = 2mx>+2mxy
g(x,y) = nx’y—c=0
Bestimme das Minimum der Funktion f(x,y) auf der Menge
G = {(x,y) € R |g(x,y) = 0}
82/100
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Losung des restringierten Minimierungsproblems.

Aus g(x,y) = nx%y — ¢ = 0 folgt

(o

V=

Einsetzen in f(x, y) ergibt

2c

h(x) := 2mx* + 27rxi2 =27x° + —
X X

Bestimme das Minimum der Funktion h(x):

2c 2c c\1/3
/

Hinreichende Bedingung

4 1/3
H'(x) = 4 + Xi; = W ((C) ) =127 >0

s
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Allgemeine Formulierung des Problems.

Bestimme die Extremwerte der Funktion f : R” — R unter den

Nebenbedingungen
g(x) =0

wobei g : R" — R™.
Die Nebenbedingungen lauten also

gi(xt,...,xn) = 0

gm(x1,...,xs) = 0
Alternativ: Bestimme die Extremwerte der Funktion 7(x) auf der Menge

G :={xeR"|g(x) =0}
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Die Lagrange—Funktion und das Lagrange-Lemma.

Wir definieren die Lagrange—Funktion
F(x) =)+ > Aigi(x)
i=1

und suchen die Extremwerte von F(x) fiir festes A = (A1,..., Am)".
Die Zahlen A;, i = 1,..., m nennt man Lagrange—Multiplikatoren.

Satz: (Lagrange-Lemma) Minimiert (bzw. maximiert) x° die Lagrange—Funktion
F(x) (fiir ein festes \) iiber D und gilt g(x%) = 0, so liefert x° das Minimum
(bzw. Maximum) von f(x) iiber G := {x € D |g(x) = 0}.
Beweis: Fiir ein beliebiges x € D gilt nach Vorausetzung

F(X°) +ATg(x’) < F(x) + ATg(x)
Wihlt man speziell x € G, so ist g(x) = g(x®) = 0, also auch (x°) < f(x).
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Eine notwendige Bedingung fiir lokale Extrema.

Sind f und g;, i = 1,..., m, C'=Funktionen, so ist eine notwendige Bedingung fiir
eine Extremstelle x° von F(x) gegeben durch

grad F(x) = grad f(x) + Z Aigrad gi(x) =0
i=1

Zusammen mit den Nebenbedinungen g(x) = 0 ergibt sich ein (nichtlineares)
Gleichungssystem mit (n+ m) Gleichungen und (n+ m) Unbekannten x und A.

Die Losungen (x°, \%) sind die Kandidaten fiir die gesuchten Extremstellen, denn
diese erfiillen die o.g. notwendige Bedingung.

Alternativ: Definiere eine Langrange—Funktion
G(x,A) = F(x) + > _ Nigi(x)
i=1

und suche die Extremstellen von G(x, A) beziiglich x und .
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Einige Bemerkungen zu hinreichenden Bedingungen.

© Man kann auch eine hinreichende Bedingung aufstellen:
Sind die Funktionen f und g C?>~Funktionen und ist die Hesse—Matrix
HF(x°) der Lagrange—Funktion positiv (bzw. negativ) definit, so ist
x? tatsichlich ein strenges lokales Minimum (bzw. Maximum) von
f(x) auf G.

@ In den meisten Anwendungen ist die hinreichende Bedingung
allerdings nicht erfiillt, obwohl x9 ein strenges lokales Extremum ist.

© Insbesondere kann man aus der Indefinitheit der Hesse-Matrix HF (x°)
nicht schlieBen, dass x° kein Extremwert ist.

Q Ahnlich problematisch ist die hinreichende Bedingung, die man aus
der Hesse-Matrix fiir die Lagrange—Funktion G(x, \) beziiglich x und
A erhalt.
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Ein Beispiel zu restringierten Minimierungsproblems.

Gesucht seien die Extrema von f(x,y) := xy auf der Kreisscheibe
K= {0y x> +y* <1}

Da die betrachte Funktion f stetig und K C R? kompakt ist, folgt aus der

Min—Max—Eigenschaft die Existenz von globalen Maxima und Minima auf
K.

Wir betrachten zunichst das Innere K® von K, also die offene Menge
KO = {(x,y)" | +y* <1}
Die notwendige Bedingung fiir einen Extremwert lautet nun
gradf = (y,x) =0
Somit ist der Ursprung x° = 0 Kandidat fiir ein (lokales) Extremum.
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Fortsetzung des Beispiels.

Die Hesse—Matrix im Ursprung, gegeben durch

Hf(O):<(1) é)

und ist indefinit. Daher ist x° ein Sattelpunkt.

Die Extrema der Funktion miissen also auf dem Rand liegen, der eine
Gleichungsnebenbedingung darstellt:

gx,y)=x*+y*~1=0

Wir suchen also die Extremwerte von f(x,y) = xy unter der
Nebenbedingung g(x,y) = 0.

Die Lagrange—Funktion lautet
F(x,y) =xy + A( +y* — 1)

Ingenuin Gasser (Mathematik, UniHH) Analysis Il fiir Ingenieure

89 /100



Komplettierung des Beispiels.

Damit ergibt sich das (nichtlineare) Gleichungssystem

y+2xx = 0
x+2\y = 0
X2y = 1

mit den vier Losungen

A=k = (VIR <@ = (— /IR VIR
A=k O (VIR X9 = (— /IR —I2)T

Minima und Maxima lassen sich nun einfach aus den Funktionswerten ablesen
FM =fx@)=-1/2 F(x®)=Fx®)=1/2
d.h. Minima sind x() und x®, Maxima sind x® und x(*¥.
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Lagrange—Multiplikatoren—Regel.

Satz: Seien f,g1,...,8m : D — R jeweils C1=Funktionen, und sei x° € D
ein lokales Extremum von f(x) unter der Nebenbedingung g(x) = 0.
Weiterhin gelte die Regularitdtsbedingung

rang (J g(x0)> =m

Dann existieren Lagrange—Multiplikatoren A1, ..., Ap,, so dass fiir die
Lagrange Funktion

F(x):=f(x)+>_ Nigi(x)
i=1
die folgende notwendige Bedingung erster Ordnung gilt:

grad F(x°) = 0
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Notwendige Bedingung zweiter Ordnung und hinreichende
Bedingung.

Satz: 1) Ist x° € D ein lokales Minimum von f(x) unter der Nebenbedingung
g(x) = 0, ist die Regularititsbedingung erfiillt und sind Ay, ..., A, zugehdrige
Lagrange-Multiplikatoren, so ist die Hesse-Matrix HF (x®) der Lagrange—Funktion
positiv semidefinit auf dem Tangentialraum

TG(x°) ;= {y € R"|grad gi(x°) -y =0 fiiri =1,...,m}

d.h., es gilt y" HF(x) y > 0 fiir alle y € TG(x°).

2) Ist fiir einen Punkt x° € G die Regularititsbedingung erfiillt, existieren
Lagrange—Multiplikatoren A1, ..., \p, so dass x9 ein stationdrer Punkt der
zugehorigen Lagrange—Funktion ist, und ist die Hesse-Matrix HF (x°) positiv
definit auf dem Tangentialraum TG(x°), d.h., gilt

yTHF®)y >0 Vye TG(x%)\ {0},

so ist x° ein strenges lokales Minimum von f(x) unter der Nebenbedingung
g(x) =0.
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Beispiel.

Man bestimme das globale Maximum der Funktion
f(x,y) = —x>+8x—y?>+9
unter der Nebenbedingung
glx,y)=x*+y*—1=0
Die Lagrange—Funktion ist
F(x) = —x*+8x —y> + 9+ A(x*> + y% — 1)

Aus der notwendigen Bedingung ergibt sich das nichtlineare System

—2x+8 = —2)x
—2y = =2y
. —|—y2 - 1
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Fortsetzung des Beispiels.

Aus der notwendigen Bedingung ergibt sich das nichtlineare System

—2x+8 = —2X\x
—2y = =2)\y
X2y = 1

Aus der ersten Gleichung folgt A\ # 1. Verwendet man dies in der zweiten
Gleichung, so gilt y = 0. Aus der dritten Gleichung erkennt man sofort x = £1.

Demnach sind die beiden Punkte (x,y) = (1,0) und (x,y) = (—1,0) Kandidaten
fiir das globale Maximum. Wegen

f(1,00=16  f(—1,0)=0

wird das globale Maximum von f(x, y) unter der Nebenbedingung g(x,y) = 0 im
Punkt (x,y) = (1,0) angenommen.
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Ein weiteres Beispiel.

Man bestimme die lokalen Extremwerte der Funktion
f(x,y,z) =2x+3y +2z
auf dem Durchschnitt des Zylindersmantels
Mz = {(x,y,z)T e R®|x*+ y*> =2}

mit der Ebene
E={(x,y,2)T €eR3|x+2z=1}

Umformulierung: Bestimme die Extremwerte der Funktion f(x,y, z)
unter den Nebenbedingungen

gi(x,y,z) = xX*+y*—-2=0
g2(X)y7Z) = x+z-1=0
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Fortsetzung des Beispiel.

Die Jacobi—Matrix

hat den Rang 2, d.h. wir kénnen iiber die Lagrange—Funktion Extremwerte

bestimmen:

F(X,%Z):2X+3)/+22+)‘1(X2+y2_2)+)\2(X+Z—1)

Die notwendige Bedingung ergibt das nichtlineare Gleichungssystem
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Fortsetzung des Beispiel.

Die notwendige Bedingung ergibt das nichtlineare Gleichungssystem

24 2Mx+ N =
3+2\1y =
2+ =
Xty =

X+z =

Aus der ersten und dritten Gleichung folgt

2)\1X =0

0

0

Aus der zweiten Gleichung folgt A; # 0, also x = 0.

Damit ergeben sich die moglichen Extremwerte als

(Xv)/vz) = (0’ ﬁ’l) (Xayvz) = (07_\671)
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Komplettierung des Beispiel.

Die moglichen Extremwerte sind also
(x,y,2) = (0,V2,1) (xy,2)=(0,-V2,1)
und liegen offensichtlich auf der Mantelfliche Mz des Zylinders Z mit
Z = {(xy,2)T eR¥|x*+y? <2}

Mz = {(x,y,2)T eR3|x®+y? =2}

Man berechnet nun die zugehorigen Funktionswerte
f(0,v2,1) = 3v2+42
£(0,—v2,1) = —3v2+42

Daher liegt im Punkt (x,y, z) = (0,1/2,1) ein Maximum und im Punkt
(x,y,z) = (0,—+/2,1) ein Minimum vor.
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