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Analysis III
fiir Studierende der Ingenieurwissenschaften

Blatt 4, Hausaufgaben
Aufgabe 1) [12 Punkte| Gegeben ist die Funktion

f:R* = R, f(z,y) = z-arctan(y) + *"¥ — 1.

a) Berechnen Sie das Taylorpolynom zweiten Grades 75 von f mit dem Entwicklungs-
punkt (0,0)T.

b) Zeigen Sie, dass fiir das Restglied Rs(x,y) = f(z,y) — To(x,y) im Bereich
lz] < 0.1, |y| <0.1 die folgende Abschétzung gilt:

|Ro(z,y)| < 0.006.

¢) Bestimmen Sie den stationdren Punkt von 75 und priifen Sie, ob es sich um ein Mini-
mum, ein Maximum oder um einen Sattelpunkt handelt.

1
Hinweise: (arctan(y)) = 14 12’ arctan(0) = 0.
Y

Losung:

a) [4 Punkte]

Wert in (0,0)7

f(z,y) := x-arctan(y) + e**¥ — 1
fo(x,y) = arctan(y) + e**¥
fy<x7y) - lfy2 _|_€x+y

fmc(;(;’y) = ex-i-y

fl“y<x7y) = 1_,_1y2 + e* 1y

fyy(xay) = % + ety

N = = = O

1 1
To(z,y) =z + y+ §x2 + 2zy + §y2.
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b) [4 Punkte]
maximaler Betrag
| frwa(,y)| = |e™Y] < 2
| fozy(@,y)| = |e”Y] < %2
—2y . 0.2
|facyy(x7y)| - (1+y2)2 +e +y S 02+6
(1+9°)? -4 +y?) |,
| fyyy (@, 9)| = |22 1+ ) + "ty < 0.3+ %2
Fiir die letzte Ableitung rechnet man zum Beispiel
1 2)2 —492(1 2 1 4ly|? .04
9p. LEVS =404y 5 ] <021+ 29— g0
(1+y2) (1+y2)?  (A+¢?)? 1

Insgesamt kann als obere Schranke fiir die Betrége der dritten Ableitungen
C=3>23=+4+03> e+ 03 > ¢e"?40.208
gewihlt werden. Mit der iiblichen Abschétzung gilt dann:

23

8
|Ro(,y)| < 50- |z — x|, < 6'3'0‘13 = 0.004 < 0.006.

Bemerkung: Wer €%2? mit 3 abschiitzt und C' = 4 wihlt, erhilt die Schranke 0.00533333.

[4 Punkte]

Stationdrer Punkt P von

1 1
To(z,y) =z + y+ — 2% + 2zy + =7,

grad T2:(1+:E+2y, 1+2x+y) L (070) = o =y=—

Die Hessematrix H (x,y) = (

tiv. Alternativ rechnet man die Eigenwerte aus:

(1-XN?—4=0<= A=1+2.

in P:(_

W= Wl

1
2

1

2

2

) liegt also ein Sattelpunkt von T3, vor.

1
3

) ist indefinit. Denn die Determinante ist nega-
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Aufgabe 2: Gegeben sei  f(z,y) :=2* +y* +8xy =0.

a) (i) Zeigen Sie mit Hilfe des Satzes iiber implizite Funktionen, dass f(z,y) in der
Nihe von (z9,90)" := (2, —2)T nach y aufgelést werden kann. Das heift, dass es
eine Funktion ¢(z) mit g(2) = —2 gibt, so dass in geeigneten Umgebungen von
zo bzw. y, folgende Aquivalenz gilt

flz,y) =0 <= y=g(v).

(ii) Berechnen Sie das Taylor Polynom ersten Grades der Funktion g aus Teil a) zum
Entwicklungspunkt xy = 2.

b) Zeigen Sie mit Hilfe des Satzes iiber implizite Funktionen, dass die Losungsmenge von
flz,y,2) = (2 —2e)z2 +2=0

in einer Umgebung des Punktes Py := (7o, ¥0,20)7 = (0,1,1)T nach z aufgeldst
werden kann. Das heifit, dass es eine Funktion g(y,z) mit g(1,1) =0 gibt, so dass in

geeigneten Umgebungen von xg, 4o, 20 folgende Aquivalenz gilt
flay,2) =0 = z=yg(y.2).

Nach welcher(n) anderen Variablen kann nach dem Satz {iber implizite Funktionen
aufgelost werden?

Losungsskizze Aufgabe 2:

a) (i) f(2,-2)=0.

423 + 8y\© 32-16\"
sien = (i) = are-n= (50

In der Nihe von (2, —2)T kann man nach y oder nach z auflgsen.

(i)  Ti(z:2) =9(2) +¢'(2)(z - 2)
Fiir das Taylor Polynom ersten Grades brauchen noch ¢’(2). Nach dem Satz {iber
implizite Funktionen gilt

423 + 8y 16

Alternativ : implizites Differenzieren
fla,y(x)) = 2* + (y(x))" + 8ry(z) = 0
f'(z,y(x)) = 42® + 49y + 8y + 8z = (42 +8y) + (4y° +8x)y =0

4a3 + 8y
4P+ 8
Ti(z;2) =y(2) +y'2)(x —2) = =2+ (z — 2)

— y(r) =
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x4+ y,4+8*x.*y =0

(iii) *
b) Als Jacobi-Matrix von f ergibt sich
If(z,y,2) = (2w — 2ye™)z, —2xze™, a? —2e™)

und daher gilt Jf(0,1,1) = (—2,0,—2).

Weil g—x = —2 bzw. % = —2 als 1 x 1-Matrizen invertierbar sind, gibt es nach

dem Satz iiber implizite Funktionen auf geeigneten Umgebungen von F, Funktionen
z(y,z) bzw. z(x,y) mit z(1,1) = 0 und f(x(y,z),y,2) = 0 bzw. 2(0,1) = 1 und
f(fL’, Y, Z(l’, y)) =0.

Der Satz macht keine Aussage dariiber, ob lokal nach y aufgelost werden kann. Eine
explizite Auflosung der Formel fiir f nach y ergibt

yz%-ln<§+§).

Dieser Ausdruck ist in keiner Umgebung von z = (0,1,1)7 definiert!

Abgabetermine: 29.11.-03.12.21



