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Aufgabe 1) [12 Punkte] Gegeben ist die Funktion

f : R2 → R , f(x, y) = x · arctan(y) + ex+y − 1 .

a) Berechnen Sie das Taylorpolynom zweiten Grades T2 von f mit dem Entwicklungs-
punkt (0, 0)T .

b) Zeigen Sie, dass für das Restglied R2(x, y) = f(x, y) − T2(x, y) im Bereich
|x| ≤ 0.1 , |y| ≤ 0.1 die folgende Abschätzung gilt:

|R2(x, y)| ≤ 0.006 .

c) Bestimmen Sie den stationären Punkt von T2 und prüfen Sie, ob es sich um ein Mini-
mum, ein Maximum oder um einen Sattelpunkt handelt.

Hinweise: (arctan(y))′ =
1

1 + y2
, arctan(0) = 0 .

Lösung:

a) [4 Punkte]

Wert in (0, 0)T

f(x, y) := x · arctan(y) + ex+y − 1 0

fx(x, y) = arctan(y) + ex+y 1

fy(x, y) = x
1+y2

+ ex+y 1

fxx(x, y) = ex+y 1

fxy(x, y) = 1
1+y2

+ ex+y 2

fyy(x, y) = −2xy
(1+y2)2

+ ex+y 1

T2(x, y) = x + y +
1

2
x2 + 2xy +

1

2
y2 .
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b) [4 Punkte]

maximaler Betrag

|fxxx(x, y)| = |ex+y| ≤ e0.2

|fxxy(x, y)| = |ex+y| ≤ e0.2

|fxyy(x, y)| =

∣∣∣∣ −2y

(1 + y2)2
+ ex+y

∣∣∣∣ ≤ 0.2 + e0.2

|fyyy(x, y)| =

∣∣∣∣−2x · (1 + y2)2 − 4y2(1 + y2)

(1 + y2)4
+ ex+y

∣∣∣∣ ≤ 0.3 + e0.2

Für die letzte Ableitung rechnet man zum Beispiel∣∣∣∣2x · (1 + y2)2 − 4y2(1 + y2)

(1 + y2)4

∣∣∣∣ ≤ 0.2

(
1

(1 + y2)2
+

4|y|2

(1 + y2)3

)
≤ 0.2

(
1 +

0.04

1

)
= 0.208 .

Insgesamt kann als obere Schranke für die Beträge der dritten Ableitungen

C = 3 > 2.3 =
√

4 + 0.3 >
√
e+ 0.3 > e0.2 + 0.208

gewählt werden. Mit der üblichen Abschätzung gilt dann:

|R2(x, y)| ≤ 23

3!
· C · ‖x − x 0‖3∞ ≤

8

6
· 3 · 0.13 = 0.004 < 0.006 .

Bemerkung: Wer e0.2 mit 3 abschätzt und C = 4 wählt, erhält die Schranke 0.00533333.

c) [4 Punkte]

Stationärer Punkt P von

T2(x, y) = x + y +
1

2
x2 + 2xy +

1

2
y2 .

grad T2 = (1 + x+ 2y, 1 + 2x+ y)
!

= (0, 0) =⇒ x = y = −1
3

Die Hessematrix H (x, y) =

(
1 2

2 1

)
ist indefinit. Denn die Determinante ist nega-

tiv. Alternativ rechnet man die Eigenwerte aus:

(1− λ)2 − 4 = 0 ⇐⇒ λ = 1± 2 .

in P =

(−1
3

−1
3

)
liegt also ein Sattelpunkt von T2 vor.
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Aufgabe 2: Gegeben sei f(x, y) := x4 + y4 + 8xy = 0 .

a) (i) Zeigen Sie mit Hilfe des Satzes über implizite Funktionen, dass f(x, y) in der
Nähe von (x0, y0)

T := (2,−2)T nach y aufgelöst werden kann. Das heißt, dass es
eine Funktion g(x) mit g(2) = −2 gibt, so dass in geeigneten Umgebungen von
x0 bzw. y0 folgende Äquivalenz gilt

f(x, y) = 0 ⇐⇒ y = g(x) .

(ii) Berechnen Sie das Taylor Polynom ersten Grades der Funktion g aus Teil a) zum
Entwicklungspunkt x0 = 2 .

b) Zeigen Sie mit Hilfe des Satzes über implizite Funktionen, dass die Lösungsmenge von

f(x, y, z) := (x2 − 2exy)z + 2 = 0

in einer Umgebung des Punktes P0 := (x0, y0, z0)
T := (0, 1, 1)T nach x aufgelöst

werden kann. Das heißt, dass es eine Funktion g(y, z) mit g(1, 1) = 0 gibt, so dass in
geeigneten Umgebungen von x0, y0, z0 folgende Äquivalenz gilt

f(x, y, z) = 0 ⇐⇒ x = g(y, z) .

Nach welcher(n) anderen Variablen kann nach dem Satz über implizite Funktionen
aufgelöst werden?

Lösungsskizze Aufgabe 2:

a) (i) f(2,−2) = 0 .

J f(x, y) =

(
4x3 + 8y
4y3 + 8x

)T

=⇒ J f(2,−2) =

(
32− 16
−32 + 16

)T

=⇒

In der Nähe von (2,−2)T kann man nach y oder nach x auflösen.

(ii) T1(x; 2) = g(2) + g′(2)(x− 2)

Für das Taylor Polynom ersten Grades brauchen noch g′(2) . Nach dem Satz über
implizite Funktionen gilt

g′(x) = −fx/fy = −4x3 + 8y

4y3 + 8x
=⇒ g′(2) = − 16

−16
= 1 .

Alternativ : implizites Differenzieren

f(x, y(x)) = x4 + (y(x))4 + 8xy(x) = 0

f ′(x, y(x)) = 4x3 + 4y3y′ + 8y + 8xy′ = (4x3 + 8y) + (4y3 + 8x)y′ = 0

=⇒ y′(x) = − 4x3 + 8y

4y3 + 8x

T1(x; 2) = y(2) + y′(2)(x− 2) = −2 + (x− 2)
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(iii)
−3 −2 −1 0 1 2 3

−3

−2

−1

0

1

2

3

x

y

x.4 + y.4+8*x.*y = 0

b) Als Jacobi-Matrix von f ergibt sich

Jf(x, y, z) =
(
(2x− 2yexy)z, −2xzexy, x2 − 2exy

)
und daher gilt Jf(0, 1, 1) = (−2, 0,−2) .

Weil ∂f
∂x

= −2 bzw. ∂f
∂z

= −2 als 1 × 1 -Matrizen invertierbar sind, gibt es nach
dem Satz über implizite Funktionen auf geeigneten Umgebungen von P0 Funktionen
x(y, z) bzw. z(x, y) mit x(1, 1) = 0 und f(x(y, z), y, z) = 0 bzw. z(0, 1) = 1 und
f(x, y, z(x, y)) = 0 .

Der Satz macht keine Aussage darüber, ob lokal nach y aufgelöst werden kann. Eine
explizite Auflösung der Formel für f nach y ergibt

y = 1
x
· ln

(
x2

2
+ 1

z

)
.

Dieser Ausdruck ist in keiner Umgebung von x = (0, 1, 1)T definiert!
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