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nur dann bewertet wird, wenn die Nachprüfung durch das Zentrale Prüfungsamt
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(Unterschrift)

Aufg. Punkte Korrekteur

1

2

3

4

∑
=



Analysis III, 28.02.2022, WiSe 2021/2022, Lösungen (Gasser/Kiani) 2

Aufgabe 1: (5 Punkte)

Gegeben ist

f : R2 → R , f(x, y) := x4 − 4xy3 + 12y + 1 .

a) Berechnen Sie den Gradienten und die Hesse-Matrix von f .

b) Berechnen Sie die stationären Punkte von f und klassifizieren Sie diese.

Lösung:

a) (2 Punkte)

grad f(x, y) = (fx(x, y), fy(x, y)) .

fx(x, y) = 4x3 − 4y3 ,

fy(x, y) = −12xy2 + 12 .

Hessematrix: Hf(x, y) =

(
12x2 −12y2

−12y2 −24xy

)
.

b) (3 Punkte)

Stationäre Punkte: fx = fy = 0 .

fx(x, y) = 4x3 − 4y3 = 0 ⇐⇒ x = y ,

fy(x, y) = −12xy2 + 12 = 0 und x = y ⇐⇒ y3 = 1

Es gibt also genau einen stationären Punkt, nämlich P :=

(
1
1

)
.

Für die Hessematrix Hf(P ) = Hf(1, 1) erhält man

det Hf(1, 1) =

(
12 −12
−12 −24

)
= −12 · 24− 12 · 12 < 0.

Die Matrix hat einen positiven Eigenwert und einen negativen Eigenwert.
Es handelt sich um ein Sattelpunkt.
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Aufgabe 2: (4 Punkte)

Durch

f(x, y) := x2 − x2y +
y3

3
− 1 = 0.

ist implizit eine Kurve im R2 definiert.
Zeigen Sie, dass es nach dem Satz über implizite Funktionen eine Funktion g

gibt, so dass in der Umgebung von P0 :=

(
2
3

)
folgende Äquivalenz gilt

f(x, y) = 0 ⇐⇒ y = g(x), g(2) = 3 .

Berechnen Sie das Taylorpolynom ersten Grades (die Tangente) von g mit Ent-
wicklungspunkt x0 = 2 .

Lösung 2:

f(2, 3) := 22 − 22 · 3 +
33

3
− 1 = 0

fy(x, y) = −x2 + y2, fy(2, 3) = −22 + 32 6= 0

Nach dem Satz über implizite Funktionen gilt mit einer geeigneten Funktion g
lokal:

f(x, y) = 0 ⇐⇒ y = g(x), g(2) = 3 , g′(x) = − fx
fy
.

Mit fx(x, y) = 2x− 2xy, fx(2, 3) = 4− 12 = −8 .

Für die Linearisierung rechnet man also g′(2) = − 4− 4 · 3
−22 + 32

=
8

5
.

Also erhält man T1(x) = g(2) + g′(2)(x− 2) = 3 +
8

5
(x− 2) .
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Aufgabe 3: (5+2 Punkte)

a) Gegeben sei

D :=

{(
x
y

)
∈ R2 : 0 ≤ x2 + y2 ≤ 25, x ≥ 0, y ≥ 0

}
,

sowie das Vektorfeld

f : R2 → R2, f (x, y) =

(
−x2y + etan(x)

xy2 + tan(ey)

)
.

Berechnen Sie rot f(x, y) sowie das Integral

∫
∂D

f (x, y) d(x, y) , wobei

∂D den positiv orientierten Rand von D bezeichnet.

b) Gegeben ist das Vektorfeld

f : R3 → R3, f (x, y, z) =

y2 + z2 + 2xz
x2 + z2 − 2yz
x2 + y2 − 2xy

 .

Berechnen Sie div f (x, y, z) und den Fluss von f durch die Oberfläche
der Kugel

K :=


xy
z

 ∈ R3 : 0 ≤ (x− 1)2 + (y − 2)2 + (z + 3)2 ≤ 1

 .

Lösungsskizze

a) (5 Punkte)

rot f (x, y) = (f2)x − (f1)y = y2 + x2. (1 Punkt)

Nach dem Greenschen Satz gilt:∫
∂D

f (x, y) d(x, y) =

∫
D

rotf(x, y) d(x, y) (Ansatz: 1 Punkt)

und mit x = r cosφ, y = r sinφ, 0 ≤ r ≤ 5, 0 ≤ φ ≤ π
2

erhalten wir

rot f (x, y) = (f2)x − (f1)y = y2 + x2 = r2 (2 Punkte)

∫ 5

0

∫ π
2

0

r2 · r dφ dr =
π

2

∫ 5

0

r3 dr =
π

2
· 54

4
(1 Punkt)

b) (2 Punkte)
div f (x, y, z) = 2z − 2z + 0 = 0

Aus dem Satz von Gauß folgt, dass der Fluss durch die Oberfläche der
angegebenen Kugel Null ist.
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Aufgabe 4: (4 Punkte)

Gegeben sind die Funktion

f : R3 → R3, f (x, y, z) = (−xy , x2 , z)T

und die Kurve

c : [0 , 2π]→ R3, c (t) = (2 cos(t), 2 sin(t), t)T .

Berechnen Sie das Kurvenintegral∫
c

f (x, y, z)d(x, y, z) .

Lösungsskizze:

(4 Punkte)∫
c

f(x, y, z)d(x, y, z) =

∫ 2π

0

< f(c(t)), ċ(t) > dt

=

∫ 2π

0

<

−4 sin(t) cos(t)
4 cos2(t)

t

 ,

−2 sin(t)
2 cos(t)

1

 > dt (2 Punkte)

=

∫ 2π

0

8 sin2(t) cos(t) + 8 cos2(t) cos(t) + t dt

=

∫ 2π

0

t + 8 cos(t)
(
cos2(t) + sin2(t)

)
dt

=

∫ 2π

0

t + 8 cos(t) dt

=

[
t2

2
− 8 sin(t)

]2π
0

= 2π2 .(2 Punkte)


