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Aufgabe 1: (5 Punkte)

Gegeben ist

f:R* =R, flz,y) = 2* — 4oy + 12y + 1.

a) Berechnen Sie den Gradienten und die Hesse-Matrix von f.

b) Berechnen Sie die stationéren Punkte von f und klassifizieren Sie diese.
Losung:
a) (2 Punkte)
gradf(:v,y) = (fm($7y)7 fy(x,y)) :
fac(x)y) = 42° — 493,
fo(z,y) = —12z9% + 12.
. _ 1222 —12¢?
Hessematrix: H f(x,y) = (—12y2 —24xy> :
b) (3 Punkte)

Stationdre Punkte: f, = f, = 0.
felz,y) = 42® — 4 = 0 <= x =1y,

folz,y) = =122 + 12 = 0 und 2=y < y* =1

Es gibt also genau einen stationdren Punkt, ndmlich P := G) .

Fiir die Hessematrix H f(P) = Hf(1,1) erhélt man

det Hf(1,1) = (_1122 :;i) = —12:24-12-12 < 0.

Die Matrix hat einen positiven Eigenwert und einen negativen Eigenwert.
Es handelt sich um ein Sattelpunkt.
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Aufgabe 2: (4 Punkte)

Durch
%
f(z,y) = 2* — 2%y + o 1=0.

ist implizit eine Kurve im R? definiert.
Zeigen Sie, dass es nach dem Satz iiber implizite Funktionen eine Funktion g

2) folgende Aquivalenz gilt

gibt, so dass in der Umgebung von Fy := (3

flz,y) =0 <= y=g(z), ¢(2)=3.
Berechnen Sie das Taylorpolynom ersten Grades (die Tangente) von g mit Ent-
wicklungspunkt xy = 2.
Losung 2:
33
f(2,3):=2% — 2%.3 + 5 - 1=0
folxy) =2 +y%  [,(2,3)=-22+3"#0

Nach dem Satz {iber implizite Funktionen gilt mit einer geeigneten Funktion g¢
lokal:

fa
fla,y) =0« y=yg(x), 92)=3, ¢(2)= 7
Yy
Mit fo(z,y) = 22 — 2xy, f2(2,3) =4—-12=-8.
Fiir die Linearisi hnet 1 '(2) i-43 8
ur die Linearisierung recnnet man also = = = —.
s g 243 5

Also erhélt man Ti(x)=g(2)+ ¢(2)(z —2) = 3 + g(as —2).
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Aufgabe 3: (542 Punkte)

a) Gegeben sei
D= { (Z) eR? O§x2+y2§25,$20,y20},
sowie das Vektorfeld

2 +€tan(a:)
f iR = R f(ay) = < g

zy? + tan(e¥)

Berechnen Sie rot f(z,y) sowie das Integral / f(z,y)d(z,y), wobei

oD
0D den positiv orientierten Rand von D bezeichnet.

b) Gegeben ist das Vektorfeld

y? + 2% + 2z
f R = R f(ryz) = [22+22-2y2
22 +y? — 2xy
Berechnen Sie div  f (z,y,2) und den Fluss von f durch die Oberfliche
der Kugel
x
K = y| eR*:0< (v -1+ (y—22+(2+3)*<1
z
Losungsskizze

a) (5 Punkte)

rot f(x,y) = (fa)e — (f1)y = v* + 27 (1 Punkt)

Nach dem Greenschen Satz gilt:

f(x,y)d(z,y) = / rotf(z,y) d(x,y) (Ansatz: 1 Punkt)

oD D

und mit x = rcos¢, y = rsing, 0 <r <5, 0< ¢ < 7 erhalten wir

rot f(z,y) = (fa)e — (f1)y = v* +2° =717 (2 Punkte)

5 I 5 4
/ / r? . rdpdr = E/ Pdr = = o (1 Punkt)
o Jo 2 Jo 2 4

b) (2 Punkte)
div f(z,y,2) = 22—-2240=0

Aus dem Satz von Gaufl folgt, dass der Fluss durch die Oberfliche der
angegebenen Kugel Null ist.



Analysis 111, 28.02.2022, WiSe 2021/2022, Losungen (Gasser/Kiani)

Aufgabe 4: (4 Punkte)
Gegeben sind die Funktion

fFiRPSRY f(ry2) = (—ay, 2°, 2)7

und die Kurve

c :[0,27] = R c(t) = (2cos(t), 2sin(t), t)7.

Berechnen Sie das Kurvenintegral

/C [y, 2)d(z,y, 2).

Losungsskizze:

(4 Punkte)

/f(x,y,z>d(x,y,z) = /Oﬂ < Fle(t)),e(t) > dt

o —4sin(t) cos(t) —2sin(t)
= / < 4 cos®(t) , [ 2cos(t)
0 t 1

t + 8cos(t) (cos?(t) +sin®(t)) dt

I
I

0

/ t + 8cos(t)dt
0

t2
= {5 — 8sin(t } = 272 .(2 Punkte)

> dt

8sin?(t) cos(t) + 8cos®(t) cos(t) + tdt

(2 Punkte)



