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Aufgabe 1: (3+1 Punkte)

Gesucht ist ein lokales Minimum der Funktion

f : R2 → R , f(x, y) := x2 + 4y2 − 6x + 24y + 6 .

unter der Nebenbedingung

g(x, y) := cos(
x− 3

2
) + sin(y + 1) − 1 = 0.

P0 = (3, −1)T ist ein zulässiger Punkt, in dem die Regularitätsbedingung erfüllt
ist. Diese Information können Sie ohne Überprüfung verwenden.

a) Weisen Sie nach, dass P0 für einen geeigneten Multiplikator ein stationärer
Punkt der zugehörigen Lagrange–Funktion ist.

b) Zeigen Sie, dass im Punkt P0 = (3,−1)T ein lokales Minimum der Funk-
tion f unter der gegebenen Nebenbedingung g = 0 vorliegt. Überprüfen
Sie dazu die hinreichende Bedingung zweiter Ordnung.

Lösung:

a) (3 Punkte) F := f + λ g .

gradF (x, y) = (Fx(x, y), Fy(x, y)) .

Fx(x, y) = 2x− 6 + λ(− sin(x−3
2

)1
2
) ,

Fy(x, y) = 8y + 24 + λ cos(y + 1) .

Fx(3,−1) = 6− 6 − λ · 0 = 0,

Fy(3,−1) = −8 + 24 + λ · 1 = 0 ⇐⇒ λ = −16.

P0 ist also ein stationärer Punkt der Funktion F := f − 16g .

b) Hessematrix von F := f + λg :

HF (x, y;λ) =

(
2 − λ(cos(x−3

2
)1
4
) 0

0 8− λ sin(y + 1)

)
.

Für λ = −16 erhalten wir:

HF (3,−1) =

(
2 + 4 0

0 8

)
.

Die Matrix hat zwei positive Eigenwerte. Es handelt sich also um ein (lo-
kales) Minimum.
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Aufgabe 2: (3+3 Punkte)

Gegeben sei die Funktion

f : R2 → R, f(x, y) := y cos(x) + x sin(y) + 2.

a) Bestimmen Sie das Taylorpolynom zweiten Grades T2 von f zum Entwick-
lungspunkt (x0, y0) = (0, 0) .

b) Zeigen Sie, dass für alle (x, y) ∈ D := [−0.3, 0.3]× [−0.3, 0.3] gilt:

|f(x, y)− T2(x, y)| ≤ 4

100
.

Lösung:

a) (3 Punkte)

f(x, y) = y cos(x) + x sin(y) + 2 f(0, 0) = 2
fx(x, y) = −y sin(x) + sin(y) fx(0, 0) = 0
fy(x, y) = cos(x) + x cos(y) fy(0, 0) = 1
fxx(x, y) = −y cos(x) fxx(0, 0) = 0
fxy(x, y) = − sin(x) + cos(y) fxy(0, 0) = 1
fyy(x, y) = −x sin(y) fyy(0, 0) = 0

T2(x, y) = 2 + y +
1

2
(2xy) = 2 + y + xy.

b) (3 Punkte)

Für die Fehlerabschätzung berechnen wir für die Beträge aller dritten Ab-
leitungen eine, für alle (x, y) ∈ D gültige, gemeinsame obere Schranke.

| fxxx(x, y) | = |y sin(x) | ≤ |y| · |sin(x)| ≤ 3

10

| fxxy(x, y) | = |− cos(x)| ≤ 1

| fxyy(x, y) | = | − sin(y)| ≤ 1

| fyyy(x, y) | = | −x cos(y) | ≤ 3

10
.

Die Beträge aller dritten Ableitungen von f , in allen Punkten aus D , sind
also nach oben beschränkt durch 1.

Der Fehler |f(x, y)− T2(x, y)| kann wie folgt abgeschätzt werden:

|f(x, y)− T2(x, y)| ≤ 23

3!
· ‖(x, y)‖3∞ · C ≤

8

6
· 33

103
· 1 =

4 · 9
103

<
40

1000
=

4

100
.
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Aufgabe 3: (5+1+3+1 Punkte)

Gegeben sei die halbe Kugel K :=


xy
z

 ∈ R3 : x2 + y2 + z2 ≤ 4 , z ≤ 0


und das Vektorfeld f (x, y, z) =

xz + x
yz + y
x2 + y2

 .

a) Berechnen Sie das Integral

∫
K

div f (x, y, z) d(x, y, z) .

Hinweis: 2 sin(α) cos(α) = sin(2α) .

b) Der Körper K wird berandet durch ein ebenes Flächenstück D und ein
nicht ebenes Flächenstück M . Geben Sie eine Parametrisierung für das
ebene Flächenstück D an.

c) Berechnen Sie den Fluss von f durch das ebene Flächenstück D .

d) Wie groß ist nach den Teilen a) und c) der Fluss von f durch das nicht
ebene Flächenstück M .

Lösungsskizze :

a) [5 Punkte]

div f (x, y, z) = z + 1 + z + 1 + 0 = 2z + 2 . (1 Punkt)

Zur Berechnung des Integrals nutzen wir Kugelkoordinaten und erhalten
mit

x = r cos(φ) cos(θ) , y = r sin(φ) cos(θ) , z = r sin(θ) ,
0 ≤ r ≤ 2, 0 ≤ φ ≤ 2π, −π

2
≤ θ ≤ 0 . (1 Punkt)∫

K

divf(x, y, z) d(x, y, z) =

∫ 2

0

∫ 0

−π
2

∫ 2π

0

(2r sin(θ) + 2) · r2 cos(θ) dφ dθ dr (1 Punkt)

=

∫ 2

0

∫ 0

−π
2

(
2r3 sin(θ) cos(θ) + 2r2 cos(θ)

)
[φ]2π0 dθ dr

= 2π

∫ 2

0

∫ 0

−π
2

(
r3 sin(2θ) + 2r2 cos(θ)

)
dθ dr

= 2π

∫ 2

0

[
−r3 cos(2θ)

2
+ 2r2 sin(θ)

]0
−π

2

dr

= 2π

∫ 2

0

−r31− (−1)

2
+ 2r2(0− (−1)) dr

= 2π

∫ 2

0

−r3 + 2r2 dr

= 2π

[
−r

4

4
+

2r3

3

]2
0

= 2π

(
−4 +

16

3

)
=

8π

3

(Rechnung 2 Punkte)
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b) [1 Punkt]

Der Körper ist berandet durch ein ebenes Stück D (wie Deckel) mit der
Parametrisierung:

p(r, φ) :=

r cos(φ)
r sin(φ)

0

 , r ∈ [0, 2], φ ∈ [0, 2π],

und der unteren Hälfte einer Kugeloberfläche M .

c) [3 Punkte]

Für den Fluss durch D rechnet man:

∂p

∂r
=

cos(φ)
sin(φ)

0

 ∂p

∂φ
=

−r sin(φ)
r cos(φ)

0


∂p

∂r
× ∂p

∂φ
=

0
0
r

 f(p(r, φ)) =

 egal
egal
r2


< f,

∂p

∂r
× ∂p

∂φ
>= r3 .

∫ 2

0

∫ 2π

0

< f,
∂p

∂r
× ∂p

∂φ
> dφdr

=

∫ 2

0

∫ 2π

0

r3 dφdr = 2π

∫ 2

0

r3 dr

2π
24

4
= 8π .

d) [1 Punkt]

Nach dem Satz von Gauß gilt:

Gesamtfluss durch Oberfläche von K = Fluss durch D + Fluss durch M

=

∫
K

div (x, y, z) d(x, y, z)

Damit erhält man für den Fluss durch die gewölbte Fläche M
8π
3
− 8π = −16π

3
.


