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Aufgabe 1: (3+1 Punkte)

Gesucht ist ein lokales Minimum der Funktion
f:R* >R, flz,y) == 2° + 49y® — 62 + 24y + 6.

unter der Nebenbedingung

r—3

g(x,y) := cos( ) + sin(y+1) — 1 =0.

Py = (3, —=1)T ist ein zulissiger Punkt, in dem die Regularitéitsbedingung erfiillt
ist. Diese Information konnen Sie ohne Uberpriifung verwenden.

a) Weisen Sie nach, dass P, fiir einen geeigneten Multiplikator ein stationérer
Punkt der zugehérigen Lagrange-Funktion ist.

b) Zeigen Sie, dass im Punkt Py = (3, —1)T ein lokales Minimum der Funk-
tion f unter der gegebenen Nebenbedingung g = 0 vorliegt. Uberpriifen
Sie dazu die hinreichende Bedingung zweiter Ordnung.

Losung:

a) (3 Punkte) F:= f+ \g.
grad F(z,y) = (Fy(z,y), Fy(z,y)).

Fo(z,y) =22 — 6 + A—sin(%2)3),
Fy(z,y) =8y + 24 + Acos(y +1).

Fo(3,-1)=6—-6 — A-0 = 0,
F,3,-1)= -84+ 24 +X-1 =0 < A= —16.

Py ist also ein stationdrer Punkt der Funktion F':= f — 16¢.

b) Hessematrix von F := f + \g:

(2= Meos(552)9) 0
HEF(@,y;2) = ( 0 8—Asin(y+1)/°
Fir A = —16 erhalten wir:

(244 0
nrs. = (54 0).

Die Matrix hat zwei positive Eigenwerte. Es handelt sich also um ein (lo-
kales) Minimum.



Analysis 111, 06.09.2022, SoSe 2022, Losungen (Gasser/Kiani) 3

Aufgabe 2: (3+3 Punkte)

Gegeben sei die Funktion
f:R* = R, f(z,y):= ycos(x) + xsin(y) + 2.

a) Bestimmen Sie das Taylorpolynom zweiten Grades 75 von f zum Entwick-
lungspunkt (xg,yo) = (0,0).

b) Zeigen Sie, dass fiir alle (z,y) € D :=[-0.3, 0.3] x [-0.3, 0.3] gilt:

|f(z,y) = Tz, y)l < 55 -
Losung:
a) (3 Punkte)
f(z,y) = ycos(z) + zsin(y) + 2 f£(0,0) = 2
fo(@,y) = —ysin(z) + sin(y) f=(0,0) =0
fy(x,y) = cos(z) + xcos(y) f,(0,0) =1
fuo(@,y) = —ycos(z) f22(0,0) = 0
fay(@,y) = —sin(z) + cos(y) f2y(0,0) = 1
fuy(@,y) = —wsin(y) fyy(0,0) =0

1
Tz(x,y)=2+y+§(2:vy)= 24y + xy.

b) (3 Punkte)

Fiir die Fehlerabschétzung berechnen wir fiir die Betriage aller dritten Ab-
leitungen eine, fir alle (z,y) € D giiltige, gemeinsame obere Schranke.

| feay(2,9) | = |—cos(z)] <1
| fegy(,y) | = | =sin(y)] <1
 Funlr.) | = |~z cos(y) | < -5

Die Betriige aller dritten Ableitungen von f, in allen Punkten aus D, sind
also nach oben beschrankt durch 1.

Der Fehler |f(x,y) — Ta(x,y)| kann wie folgt abgeschétzt werden:

23 g 33 4-9 40 4
—T < . 3L 0< 2. .1 = = .
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Aufgabe 3: (5+14+3+1 Punkte)

x
Gegeben sei die halbe Kugel K := y| eR®: 2?24+ +22 <4, 2<0
z

Tz + T
und das Vektorfeld f(z,y,2) = | yz + vy
22+ y?

a) Berechnen Sie das Integral / div f(z,y,2)d(x,y,2).
K
Hinweis: 2sin(«) cos(a) = sin(2a) .

b) Der Korper K wird berandet durch ein ebenes Fliachenstiick D und ein
nicht ebenes Fliachenstiick M . Geben Sie eine Parametrisierung fiir das
ebene Fliachenstiick D an.

c) Berechnen Sie den Fluss von f durch das ebene Flichenstiick D .

d) Wie grof} ist nach den Teilen a) und c¢) der Fluss von f durch das nicht
ebene Flachenstiick M .

Losungsskizze :

a) [5 Punkte]
div. f(z,y,2) = z2+14+2+140 = 22+2. (1 Punkt)

Zur Berechnung des Integrals nutzen wir Kugelkoordinaten und erhalten
mit

x =rcos(¢)cos(f), y=rsin(p)cos(d), z=rsin(f),
0<r<20<¢<2r, -5 <6<0. (1Punkt)

/K div f(z,y, 2)d(x,y, = / /g/ (2rsin(0) + 2) - r* cos() do df dr (1 Punkt)
— / / (2r® sin(0) cos(8) + 2r* cos(6)) [G12™ do dr
= 27r/ / r® sin(26) + 2r* cos(6)) d6 dr

0
= o / [ r‘%ﬁ + 2r? sin(Q)} dr
0 _

= 271'/0 —rgl_T(_l)+2r2(0— (1)) dr

NIE]

2
= 27r/ —r 4+ 2r2dr
0

4 9372 16 8
4 3,

(Rechnung 2 Punkte)
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b) [1 Punkt]
Der Korper ist berandet durch ein ebenes Stiick D (wie Deckel) mit der
Parametrisierung:
r cos(¢)
p(r;¢) == | rsin(¢) | ,  re[0,2], ¢€][0,27],
0
und der unteren Hélfte einer Kugeloberfliche M .
¢) [3 Punkte]
Fiir den Fluss durch D rechnet man:
ap cos(¢) ap —rsin(¢)
— = | sin(¢) — = | rcos(¢)
or 0 0o 0
1
op  Op ega
et 2 10 = |
ar < 96 f(p(r,9)) ega
r r
dp _Op _ 4
f, E X a—¢ >=r
2 2m ap ap
< f, = X 5= > dod
/0 /0 I'iar X ag = W00
2 por 2
:// r3 dodr = 2#/ 3 dr
0o Jo 0
24
27TZ = 8.
d) [1 Punkt]

Nach dem Satz von Gauf} gilt:
Gesamtfluss durch Oberflache von K = Fluss durch D 4+ Fluss durch M
= / div (z,y, z) d(z,y, z)
K
Damit erhélt man fiir den Fluss durch die gewdlbte Flache M

8n g _ _l6n
3 8T = 5 -



