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Ebene Kurven, singulare Punkte

Beispiel 1: Der Kreis g(z,y) := 2* + y? — 25 = 0 hat
horizontale Tangenten fiir g, = 2x = 0,

vertikale Tangenten fiir g, = 2y = 0,

Symmetrie:

zur x—Achse : g(z,y) = g(z, —y)
zur y—Achse : g(x,y) = g(—z,y)

zum Ursprung : g(z,y) = g(—z, —y)

Kreis: da in g nur gerade Potenzen auftauchen, ist die Kurve symmetrisch zur
x—Achse, zur y—Achse und zum Ursprung.

Der Kreis hat keine Punkte mit g, = g, = 0. Sogenannte singuldre Punkte.



Bei singularen Punkten unterscheidet man zwischen

Doppelpunkten, Riickkehrpunkten/Spitzen und isolierten Punkten
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Allgemein: Kurve im R? gegeben durch
g(z,y) =0

Singuldrer Punkt: 92(x0,Y0) = gy(T0,Y0) = g(x0,y0) = 0.

In einem solchen Punkt: keine Garantie, dass die Kurve nach x oder y parame-
trisiert werden kann.

Klassifikation iiber die Eigenwerte A1, Ay der Hessematrix Hg(xg, o) von g
Falls A1 - A2 < 0 : Doppelpunkt.
Falls A{ - Ao > O : isolierter Punkt.

Falls )\1 . )\2

0 und Hessematrix # Nullmatrix : Riickkehrpunkt/Spitze.
Horizontale Tangente: 9=(x0,y0) = g(x0,y0) = 0 und g,(xo,y0) # 0.

Vertikale Tangente: 9y (o, Y0) = g(x0,y0) = 0 und gu(xo,yo) # 0.



Beispiel 2: Kurve beschrieben durch:
glz,y) = 2* —2? +y* = 0

a) Symmetrien

9(z,y) = g(—z,y) = g(z,—y) = g(—z,—y)

—> die Kurve symmetrisch zur y—Achse, zur z—Achse und zum Ursprung.

b) singulare Punkte

_ 3 _ . . 1
g:(x,y) = 4x —2x—0<:>x—0v:1:—:|:ﬁ

gy(z,y) =2y =0 <= y=0

Kandidaten: Fy = (8), P = (%)7 Py = (_?)



Die Punkte miissen auf der Kurve liegen: g(z,y) = 2% — 22 + y? =
g(Po) = g(0,0) =

g(P12) = g(ﬂ:%,()) —

Einziger singularer Punkt:

Klassifikation des singuldren Punktes:
— berechne die zweiten Ableitungen

gﬂ?ﬂ?(aj?y) — 121’2 o 27 gacy(may) — 07 gyy(may) =2

— und die Hessematrix im singularen Punkt:

na0.0= (300 o0n) = (o o)

Falls A1 - Ay < 0 : Doppelpunkt,
Falls A1 - Ao > 0 : ,isolierter Punkt,

Falls A1 - A2 = 0 und Hessematrix # Nullmatrix : Riickkehrpunkt/Spitze.



c) Gesucht sind Punkte mit horizontaler Tangente g = g, =0, g, # 0.

Oben schon gepriift: g, =0, g, # 0 < (CE:O V x = :I:%) ANy#0.

Was muss noch gelten?

Damit erhalt man die Punkte

P1,2 o Und P3,4 —

d) Gesucht sind Punkte mit vertikaler Tangente g = g, =0, g, # 0.

Ausi) g, =0 <= y=0
Der Punkt muss auf der Kurve liegen,also:

g(x,0) =2t —22=2%(2*-1)=0<= =0 VvV z==I



Kandidaten:




Extrema unter Nebenbedingungen:

Beispiel 1 Gegeben ist das folgende Optimierungsproblem:

Gesucht sind die Minima/Maxima von f(an y) =T +y (1)

unter der Nebenbedingung  ¢g(x,y) = 4 — z? — y*=0.

Durch g(z,y) = 4 — 2% — y? = 0 ist eine Hohenlinie von g gegeben.

e In jedem Punkt steht der Gradient senkrecht auf die Hohenlinie.

e Der Gradient zeigt in Richtung des steilsten Anstiegs.

Analoges gilt fiir die Hohenlinien/Gradienten von f.
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Geratene notwendige Bedingung fiir (lokale) Optimalitat:

grad f(z,y) + A grad g(z,y) = 0.
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Damit hatten wir das Gleichungssystem

fx‘l_)\gx:()a fy+>‘gy:()7 g:()

oder mit F'(z,y) := f(x,y) + Ag(x,y)

Fiir zuldssige Punkte die Bedingung | grad F'(x,y) =0

Mit f(z,y) = z+y,  glz,y)=4— 2> —y*=0.
1 + A (-22) =0= A£0Az= 5,
1 + A (-2y) =0= A#A0Ay= 55,
4 — =z —y? =0.



Setze die Ergebnisse aus den ersten zwei Zeilen in die letzte Zeile ein:

1 1
4 — _ =0 = 4=
AN 4)\2 2IN2

1 1

M= = = +

Wir erhalten also zwei Losungen:
A1 = —2—\1/57 1=y = —V2
und

Ao = 2—\1/57 To = y2 = V2

Wenn die geratene Bedingung tatsachlich notwendig ist, sind die einzigen
Kandidaten P; und Ps.

Zulassige Menge ist kompakt. Minimum und Maximum werden angenommen.
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f(P) ==2v2,  f(P2)=2V2

Einziges lokale Minimum (und damit das globale Minimum) auf der zuldssigen
Menge liegt in P;.

Einzige lokale Maximum (und damit das globale Maximum) auf der zuldssigen
Menge liegt in Ps.
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Optimierung mit Gleichungsnebenbedingungen

x
hier © = (aj) cR?’oderxz= |y | € R’
Y
z
Problem: f(x) = min/max ! |unter der(den) Nebenbedigung(en)
x) =0
g(x) = 0 | bzw. 9(@)
h(x) =0

Regularitiatsbedingung (RB)
Jacobi-Matrix der Nebenbedingungen hat maximalen Rang:

Bei einer Nebenbedingung g(x) = 0 heit das grad g(x) # 0O,
bei zwei Nebenbedingungen g(x) =0, h(x) =0 : Rang (gradg(m)) = 2,

jeweils fiir die zulassigen Punkte.
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Euler, Lagrange: Definiere mit A, 1 € R die Lagrange Funktion

F:=f+XAg bzw. F:=f+ g+ uh

Notwendige Bedingung fiir Min/Max von f unter g=(h=)=0

Wenn die Regularitatsbdingung erfiillt ist, ist jedes Extremum von f unter den
Nebenbedingungen g=(h=)=0, ein zulassiger stationdrer Punkt der Lagrange-
Funktion F'(z,y, z). D.h.

grad F(z,y,2) =0, g=h=0

Bestimme also stationare Punkte von F' d.h. Punkte mit grad F' = 0,

fir die zusatzlich : g =0 bzw. g = h = 0 gilt!
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Ausfiihrlicher fiir R3:

(Im Fall R?: Zeile 3 und 5 streichen und iiberall sonst z streichen und u = 0 setzen.)

F:=f4+ g+ ph

Fo=fe+ A9+ phy =0
Fy=f,+AXgy +phy =20
F.=/f.+Xg.+uph, =0
Py = g(z,y,2) = 0
F, = h(z,y,2) =0




Klassifizierung: (Min, Max oder Sattel)

A) Zuldssige Menge kompakt und f stetig : = Min/Max werden
angenommen.
Kandidat mit hochstem Funktionswert = globales Maximum.
Kandidat mit kleinstem Funktionswert = globales Minimum.

B) Bedingungen zweiter Ordnung : (im Fall von 2 Nebenbedingungen)

Sei xq zulassig (d.h. g(xg) = h(xg) = 0),
die Regularitatsbedingung erfiillt in &y, und es gelte

I\, - mit  grad F(axzg) =0

Definiere Tangentialraum:
TG(xy) ={w : < w,gradg(xo) >=0 und < w,gradh(xg) >=10}

Dann ist
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notwendig fiir lokales Minimum: w? - HFg(xg) - w >0, Vw € TG(xq) \ {0}

und

hinreichend fiir lokales Minimum: w! - HFgz(xg) - w > 0, YVw € TG(zo) \ {0}

Analog

notwendig fiir lokales Maximum: w! - HFz(xo) - w < 0, Vw € TG (zp) \ {0}

und

hinreichend fiir lokales Maximum: w”’ - H Fp () -w <0, Vw € TG(xg) \ {0}

Das heiBt insbesondere : die notwendigen Bedingungen aus dem unrestingierten
Fall fiir Minima (Maxima), ndmlich Hesse-Matrix positiv (negativ) semidefinit
sind hier keine notwendigen Bedingungen mehr. Die Matrix kann z.B. auch
bei einem Minimum negative Eigenwerte haben, sofern die zugehdrigen Eigen-
vektoren keine zulassigen Richtungen sind, d.h. aus der zulassigen Menge raus
fiihren.
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Beispiel 2: [Alte Klausuraufgabe]

Bestimmen Sie die globalen Extrema der Funktion
flr,y,2) = o —8y + 2
auf dem Schnitt der beiden Kugeloberflachen
g(z,y,2) = 22+ (y+4)*+22-25 = 0
und

LGosungsskizze:

Regularitatsbedingung (RB):

N s 20 2(y+4) 2z
J(g,h)(x,y,2) = (;g% ZZ fgL> B (2:n (y2y | 22)
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RB verletzt falls

a|2(y+4)| = |2y | = < nicht erfillbar fir a =1
2z 2z la=1V z2=0

RB kann also nur fiir x = z = 0 verletzt sein.

g(0,45,0) =0+ (y+4)?+0-25=0 = y= —445,
h(0,9,0) =0+ y* + 0 -9 == y= £3.

Die Regularitatsbedingung ist in allen zuldssigen Punkten erfiillt.

Mit f(z,y,2z) = * — 8y + z und der Lagrange Funktion F' = f + Ag + uh
erhalt man als notwendige Bedingungen fiir Extrema:
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Aus den letzten beiden Gleichungen folgt
(y+4)? — 9> = 16 <= 8y +16=16 < y=0.

Dies eingesetzt in die zweite Gleichung liefert A =1 und damit

)1 + 22 + 2px = 0,
1) 1 + 22 4+ 2puz = 0,
1) 22 + 22 —9 = 0,
A=1, y=20.
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1+ p)(z—2)=0<«<= pu=—1oderx=z.

p=-—-1:1)

r=z:ll)

Kandidaten und Funktionswerte fiir f(x,y,2) = * — 8y + 2

3
()
P1: 0

3
\v2/

Y

f(P1) =3V2,

P, =

3
-7
0

75/

Y

f(P2) = —3V2.

Da der Schnitt der beiden Kugeloberflichen (leer, Punkt oder Kreisrand) eine
kompakte Menge ist werden Minimum und Maximum der stetigen Funktion
f angenommen. Vergleich der Funktionswerte zeigt, dass in P; das globale
Maximum und in P, das globale Minimum liegt.
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Beispiel 3) Gegeben sei das Extremalproblem
flz,y) = 2* + y* = min!
unter der Nebenbedingung
g(z,y) = e* ' —arctan(y +1) — 1 = 0.

a) Uberpriifen Sie die Regularititsbedingung.

Zeigen Sie, dass £y = (1, 1)1 zusammen mit einem geeigneten Multipli-
kator A\ ein zuldssiger stationarer Punkt der zugehorigen Lagrange—Funktion
F'ist.

b) Untersuchen Sie den stationiren Punkt (1, —1)? auf seinen Typ hin. Stellen
Sie dazu die Hesse—Matrix Hg F'(x() auf und iiberpriifen Sie deren Definitheit
auf dem Tangentialraum ker Dg(xo) = T'G4(x0).

LGosungsskizze:
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Teil a): g(x,y) = e ! —arctan(y +1) — 1

= Jg(z,y) = gradg(z,y) = (", — ) # (0,00 V(z,y) €R?
— grad g(z,y) hat Rang 1 (Regularitdtsbedingung).

Zulassigkeit: g(1,—1) = e!™! —arctan(—1+1) — 1

Lagrange-Funktion: F = f+A-g= 2? + y* + X (e*" ! —arctan(y + 1) — 1).

Die notwendige Bedingung 1. Ordnung lautet: grad F'(1,—1) = 0.

Zu zeigen: I\ mit grad F'(1,—1) =0

grad F(z,y) = grad F'(1,—1) =

24



Teil b): grad, , F(z,y) = (Fu, F,) = 2z + X" 2y — A

d.h. H, ,F(1,—1) ist semidefinit (det H, ,F'(1,—1) = 0).

Untersuchung auf dem Tangentialraum:

KerDg(xg) = TG(xp) = {w € R"™ : grad g(xo)

w = (‘;) mit gradg(l,—l)(z) =0=>2x—y=0

1

1+ (1+y)2

cw =0}

)
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KerDg(xo) = TG(x0) = {(Zj) cR? (2) - @G> a € R}

Fiir alle w # 0 aus dem Tangentialraum gilt mit einem « # 0:

1
w' H, ,F(1,-1)w=a-(1,1)H, ,F(1,-1)a - (1>

= a?-(1,1) (8 g) G) :a2-(1,1)((2)> =20 > 0.

d.h. die Hesse-Matrix H , ., F'(1, —1) ist positiv definit auf dem Tangentialraum.
Daher liegt im Punkt (1, —1) ein strenges lokales Minimum vor.

——————————
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Bereichsintegrale :

Beispiel: Gegeben Dichte p(x,y). Gesucht Masse.

Naherung : dichte konstant auf jedem Kastchen —
MQE E p(Ti, y5) Fij
v
9
8
. Fl‘acheninhalt:F42
Yy
6 14_'}\\\
+ + ¥ «
5 }( 42
y + + + +
a ///\
3 Y, X + +4 + + N
i w
X1 X3
2
1
Xl X2 X5 X6
0 T . ‘
0 2 3 4 5 6 7 8 9
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Fiir immer feinere Unterteilung sollte das Ganze gegen die Masse gehen.

Z Z p(zi,y;) Fij — /D plx,y)d(z,y)

Allgemeiner sei D C R", f: D — R, : Die GroBe f(x) wird iiber den Bereich
D , aufsummiert” .

Speziell fiir f = 1 erhilt man im R? bzw. R?

/ ldx = Flachen- bzw. Volumeninhalt von D
D

Analog partieller Ableitungen : immer nur eine aktuelle Variable

Integration wie im R!
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Beispiel 1:

f(x,y) = x -y soll iiber das Rechteck [0, 2] x [1,4] integriert werden.

4 p2
/f(:v,y)dwzf / z - ydxdy
D 1 Jo
4 272 4 2 2
T 2 0
— 2 dy = -2 _ 2
[ ), o=folz-5] o

Oben: Reihenfolge der Integration egal

4 42 2 4
/ flx,y)dx :/ / x-yda;dy:/ / x-ydydr
D 1 Jo o J1

29



Wie geht das bei anderen Integrationsbereichen? Zum Beispiel

D::{<x> cR?: 22 4+ ¢* <1, x,yZO}
Y

Ziel: Beschreibe Bereich durch Angabe von obere und untere Schranken von x
und y. Zum Beispiel

0<z<1, 0<y<+V1-—2uo?

oder

/f:cyd;c—// f(z,y)dzdy

\/1—9y?2 1
ACHTUNG: / / f(x,y) dy dx ist UNSINN!
0 0

Im unteren Fall:
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Normalbereich im R?

a < x <0b,

Normalbereich im R?

a < x <0b,

Integration z.B.

hiz) <y < g(z),

/b /9(37) /
a Jh(x) h

~

h(z,y) <z <g(z,y)

g(z,y)
f(z,y,2)dzdydx

(z,y)

h(z) <y <g(z) bzw. a <y <b, h(y) <z < g(y)

bzw. permutiert
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Beispiel 2: f(z,y) =+/1—-92 D:2>+9y* <1, 2,y >0
Maoglich aber Ungiinstig ware : 0 <x <1, 0<y<+v1-—2z?

1 py/1—22
/ / V1 — y2dy dx
o Jo

Zunachst liefern Formelsammlung

oder die Substitution: y = sinu, dy = cos(u)du :

/\/1—7y2dy:/\/1—sin2(u) cos(u)du :/Cosz(u)du

_1 / (cos(2u) + 1) du = 3 G sin(2u) + u)

(sin(u) cos(u) + u) = 3 (y 1 —y?+ arcsin(y)) und damit

l\DIv—\

1—x2

/ / \/1—72dy dr = /01 E (y 1 —y?+ arcsin(y))] dx

0
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1 1 [}
:/ ngla: + 3 / arcsin(y/1 — 22)dz z = cos(p)
0 0

1 0
1
_ [_1(1 _xQ)%] +—/ arcsin(sin ¢)(— sin(p))dyp
6 0 2 /2

1 1 /° 2
=52 o ==
Viel besser:

1 /142 !
/ @dmyZ/ T2 ey dy
0 Jo 0
1

:/0 (1—y*)dy = [y—y;](l)g

Faustregel:
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Beispiel 3: Berechnen Sie / (x + 3y + 2) dx
D
wobei D das Dreieck mit den Ecken (1,0), (4,1), (4,3) ist.

LGosung:
35F

25F

15

05

-05 I I I I I I I I I I |
-0.5 0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 45 5

D: zell,4], <y<zxz-1



4 r—1
/(x+3y+2)dm:/ /1 (x + 3y +2)dy dz
D 1 Ja

3

4 3 5 r—1
/ {(aﬁ+2)y+—y] ,dx
1 27l

:/1 (2 +2)(z — 1) — (2 +2)(
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