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Jacobi-Matrizen

Sei f:D—R™, D c R™ und

' fi(z)
o || e b g [ R@ | (T
@) M)

f ist stetig/part.diffbar/stetig part.diffbar <= Jede Komponente f; von f
ist stetig/part.diffbar/stetig part.diffbar. Die Definition der Differenzierbarkeit
kann wortlich libertragen werden.

Im Falle der Existenz definiert man die Ableitugs-/Jacobi-Matrix von f:

Si(w) @) ... i)
grad f1(x) : : : =

Jr@ = . =] L@
grad fn () -

8m: am: : 8m:
Ofn(g) Om(z) ... a{;n(m))



Beispiel Al: (Zu P1)

fi(x) 2x + 3yz
-f(x7y7 Z) — fz(a:) = y2 + 22
f3(x) 2 4 2y

Im Fall m = n: Funktionaldeterminante von f := det J f(x)
Wichtig bei Koordinatentransformation!
Im obigen Beispiel:

T f(z,y,2)| == det J f(z,y, z) = det



Kettenregel: D CR", f: D - R™, g: f(D) — R*
— gof: D — REA

J(go f)(x)=Jg(f(x)) Jf(x).

Wichtiges Beispiel A2: Ls(t,z(t),y(t) =7
Einerseits: s : (t,2,y) — s(t,z,y)

Andererseits mit g:tr (t,l‘(t),y(t))T
f(t) =s0g(t) = s(t, z(t),y(t))

astz(t),y(t) = Ff(t) = Ts(g(t)) - Tg(2)

Js(t,:n,y) — (Stasxvsy)v Jg(t) — (17j7(t)ay(t))T

1
75t z(),y(t) = (s, 52,5y) (m(t)) =
y(t



Sei zum Beispiel: s(t,z,y) = tx + t?z%y und  z(t) = 2%, y(t) =1 + ¢

Definiere: g(t) = (t,z(t),y(t))" = (t,262,141¢)"
i 1
— Jg(t)= |z(t) | = | 4t
y(t) 1

s(t,z,y) = to + t2a%y

%S(taxay) = s = (tz +t*2%y); =
Sy = (to + t*2%y), = sy = (tx + t*z%y), =

Und mit f(t) =sog(?) :
fi(t) = J(sog(t) = Js(t,z,y) - Jg(l) =

Also Ls(t,z(t),y(t)) = st + Sz T+ Sy Y



Beispiel A3: (Zu P1) Wir hatten in Beispiel Al:

2x + 3yz 2 3z 3y
flz,y,2)= | v¥*+2* |, Jflx)=0 2y 2z
x? + 2y 2¢ 2 0

detJ f(x) = —82 + 12z(z% — y?)

2fl($7y7 Z)
Betrachte g(x,y,2) = | 3f2(x,y, 2)
4f3<xay7 Z)
200
Mit h(a, 8,v) = | 36 | und Jh =
dry

Jg(z,y,z) = J(ho f(x)) =
det Jg(x,y, z) = det



Richtungsableitungen (Zu H1)

Letzte HU: Ableitung einer Funktion D C Rn, : D — Rin Richtung der 1., 2., 3, ... Koordinate.
g g

Jetzt allgemeiner: Sei a € R" : ||a|| =1 und ¢ € D.

Frage: Wie andert sich der Wert von f, wenn ich von @&y aus ein wenig in
Richtung a gehe?

f(xg + ha) = f(xg)+7 heR, xg+th-a € D,Vte|0,1]
Definiere: Richtungsableitung von f in Richtung a bei x|

— Anderungsrate von f in Richtung a

Da,f(wo) = %f(wO) P }lbli% f(mO + h(;;) — f($0>

Ist Da f (@) positiv, so werden die Funktionswerte ausgehend von xy bei einem hinreichend
kleinen positiven Schritt in Richtung a groBer. (Anstiegs- / Aufstiegsrichtung)



Ist Da f (o) negativ, so werden die Funktionswerte ausgehend von x( bei einem hinreichend
kleinen positiven Schritt in Richtung a kleiner. (Abstiegsrichtung)

Vorlesung: | & f(zo) = Daf(xo) =< grad f(zo)",a >.

Beweis: Kettenregel. Siehe Vorlesung:

Setze: g(h) := x9+ ha, g:R — R"
und z(h) := f(g(h), z:R —R.

Dann ist
xo,1 + hay ai

g(h) = | "2t ggy= || =a
L0o,n + han Qn

und im Falle der Existenz nach Kettenregel:

2 f(@0) = Daf(@o) = &f(g(h)leo = J(f(g(0)) - Jg(0) = grad f(x0) - a.




Konkretes Beispiel: f(x,y) = z° + y°.

e Fira=—(1,1)", zy = (2,1)" gilt:
Daf(xo) = grad f(xo) - a
= (20,2, (1) = 5.2 () = 56 = 3v2.

a ist in g lokal eine Aufstiegsrichtung



o Firu= %(—1, DT xg = (2,1) gilt:

Dy f(2o) = grad f(zo) - u = %(47 2) - (_11) = —V2.

u ist in &y eine Abstiegsrichtung.
flz,y) =2*+y*,  uwu=_(-1,1)7
Wert in xqg: also f(2,1) = 5

Wert in & = x¢ + 2V 2u =

£(0,3) = 9.

Wie geht das denn? u war doch Abstiegsrichtung!
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Niveaumenge/Niveaufldche (zZu H1)

Analog zu Hohenlinien im R? definiert man firz € R>und f : D -+ R, D C R?
die Niveaumenge/Niveaufliche N0 eines Punktes x( als die Menge der Punkte,
die den gleichen Funktionswert haben, wie axg:

Ng,={x R’ : f(x)= f(xo)}

Beispiel: f(z,y,z) = In(z? + y* + 2?).

Niveauflachen: Kugeloberflichen/Spharen um Null

Gleichung fiir Niveauflache in xg = (4, 3,12)
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Vektorfelder (Zu H2) |
f: R™ — R™. Hier nur n = 2 oder n = 3. Ly

Beispiel: planare Stromung, Stromung in der Ebene

Ko

Betrachte Teilmenge D C RZ?. Zu jedem Punkt (z) € D gibt es einen

Geschwindigkeitsvektor (:fgzg) also eine Abbildung

f:D— R, f@ - (Ziifi?)

Veranschaulichung: Hefte im Punkt (¥) den Vektor (4(*'“)) an.

Es entstehen die sogenannten Stromlinien, Lésungen von
T = u, y = v bzw. Lésungen der Differentialgleichung

y'(z) = v(z,y)/u(z,y).

13



Beispiel: u: R xRt —R?  wu(z,y):= (“{") = ().

v(z,y Y
Py = (_2) — u(Py) = (0.225)

Py = (0(.)5) = u(P,) = (0?5) —_—

Pr= () = u=()

Skizze: vor Ort. Pfeile haben die Steigung v /u.

Weg eines Teilchens in der Stromung = (z,y(z))? mit

y'(z) = v(z,y)/u(x,y).

Hier 3/(x) = y(x)/2. Dies ist eine separierbare DGL. Fiir y # 0:

dy dzx
Y 7 ] _
de 2 Y 2 — Inly
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Befehlsfolge:

Y

2,v(x)

u(xy)

4 4]
8];

[-2.9
[-8

X
y

NN N NN
NN N NN
NN N NN
NNNN NN
NSNNNN NN
NSNNNNANN
NN N NN
NN N NN
NN N NN
NN N NN
SNSNNNNANN
SNSNNNNANN
SNSNNN N NN
S N NN
NN N NN

~ /,M///
//MM/M//
LS N SN

P S A A G

T

~ —w~ m ~ ~ —~ —~ ~ ~ ~ — —~ ~ — ~ o~~~

0,444444444444444444

I T S N N T S N N T Y
™ N NN N N N NN N N N N N

pIAATT
pIAATT
;AT
;IAATT
PPAAAT
PAAAAT
pSAATT
;AT
;AT
;AT
PAAAAT
P IAAAT
AT
VO

7 \\\ﬁ\\\
S 7
Ny oy

Il
-2

101

[oe] © <

—~
>
>
%
d LI N
‘-
o N
o0
h .
n <
o |
m —/
o,
| -
()
—m %
Y L]
D
<
— N

contour(X,Y,z,20)

hold on

o~

m=length (x)

N\

=]
)’
> g
N
S om
$ 0
a0 4
g O
Q ¥ +-
— N >
| | B ||
a 3 b

quiver (X,Y,u,v)

15



Divergenz und Rotation

Gegeben: Vektorfeld f: D — R"”, D C R™. D.h.

I fl(ib'l, LYy oo v CE‘n)
L2 | _ f2(£13‘1, L2y « oy il?n)
F1 7= .
T, folx1, T2y ..., Tp)
Dann definiert man
. | & Of
Divergenz von f : div f(x1, -+ ,x,) = ——(z1, -+ ,Tpn)
Lk
k=1

0f2



fl(aja Y, Z)
) . (m, ; z>),
fg(.CC, Y, Z)

x
n=3: f |y
2z

0fi df2

din(CU,y,Z) — %('ZC? Y, Z) T a—y(x7 Y, Z)

Bei Stromungs- / Flussproblemen: Quelldichte

dfs
T o,

(z, y, 2)
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Veranschaulichung:

5 -
a4t
| (xythy th)
2 A
1r f
ok (ghygl Tf +
o2
-1 f >
2 fl
-3t I
(g=NYg=h) Yo~ Xg*hyg=h)
_4 -

Durch linke Kante flieBt =~ f1(xg — h,yo) - 2h

Durch rechte Kante flieBt ~ f1(xo + h,yo) - 2h

pro Zeiteinheit

pro Zeiteinheit
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Analog unten &~ f5(xg,y9 — h) - 2h und oben =~ fo(xo,yo + h) - 2h

Aus dem Rechteck flieBt pro Zeit- und Volumen(Flachen)einheit ca.

fi(zo+ h,yo) - 2h — fi(zo — h,yo) - 2h
(2h)?

4 fa(wo,y0 + h) - 2h — fo(xo,y0 — h) - 2h
(2h)?

Fiir h — 0 ergibt sich die Quelldichte in (g, yo) als

i <f1($o+h,yo) — fi(zo — h,yo) n fa(xo,y0 +h) — fa(wo, Yo — h))
h—0 2h 2h

= (%fl(xo,yo) + %ﬁ(xov%) = divf(zo, yo)

Divergenz = 0 : es flieBt genauso viel rein, wie raus flieBt : Quellenfrei

19



Im Fall n = 3 definiert man noch die Rotation bzw. Wirbeldichte

0 )
(a—j;(aja Yy, Z) T %(QZ‘, Y, Z)\
0 )
ot f(..2) = | Dy, 2) — e,y 2
of; of;

\%(Z‘: Y, Z) o a—y(mv Y, Z))

Ebene Strémungen kdnnen in den R? eingebettet weden: n=2

/6)- )~ () - (453

. 0 0 .
Fiir f erhdlt man die Rotation: (0, 0, 8—]%(:5, y) — %(aj, y))L. Man definiert
L Y

daher fur n = 2:

0
rot f(x,y) — a—f;(xv y) - a—('x’ y)

20



Bei FluBproblemen = Zirkulation/Wirbeldichte, rot = 0: Wirbelfrei
Veranschaulichung wie oben: summiere die zum Rand eines kleinen
Flachenstiicks tangentialen Komponenten.

Fiir das Geschwindigkeitsfeld v einer Starrkorperrotation um eine Achse mit
der Winkelgeschwindigkeit w gilt  |[rotv|| = 2w, und  rotw st parallel zur
Drehachse.

Spater: Potentiale, Arbeitsintegrale, etc.

21



Beispiel a)
v(z,y,2) = (xy? + 222, yx? +y22, 2y? + z22)7?, D :=R3

div v(x,y,2) =

(UB)y — ('U2)z
rot v(z,y,2) = | (V1) — (V3)z | =
(V2)e — (V1)y
Beispiel b) u(z,y) = (—y,z)7, D = R? A

//
AL/

div u(z,y) = (u1)e + (U2)y = (=y)e + (2)y =0
rot u(z,y) = (u2)s — (u1)y = (@) — (—y)y = 1 —(-1) =2,

22



Taylorpolynome

(Zu P1)
Zur Erinnerung: f:R® - R z.B. f: (z,y,2)! — f(z,y,2)
Erste partielle Ableitungen —— > Gradient von f

grad f(w) = (fscl(w)a 7fxn(w) )T

In unserem Beispiel also mit « = (x,y, 2)*

grad f(x07y07Z0) — (fw(:c())y())ZO)) fy<x07y07Z0)7fz(x07y07zo>)

23



Hessematrix von f:
Matrix der zweiten Ableitungen H;j(z,y) = fu;z,

In unserem Beispiel also mit « = (x,y, 2)*

fa:a:(wO;yO,ZO) f$y<x07y0720>
Hf((:co,yo,zo)) = fyx(3707y0720) fyy(ZEanO)ZO)
fzx($07y0720> fzy(io,yo,zo)

f 2-mal stetig diff.bar = Hessematrix ist symmetrisch!

fmz<x07 Yo, ZO)
fyz(x(% Yo, ZO)
fzz(x()a Yo, ZO)

24



Noch mehr Erinnerungen: im R! :
Taylorpolynom 0.ten Grades mit Entwicklungspunkt xq: Ty(z) = f(x0)
Taylorpolynom 1.ten Grades mit Entwicklungspunkt x:

Th(z) = f(zo) + f'(x0)(x — @o) = To(x) + f'(z0)(x — @o)

Taylorpolynom 2.ten Grades:

Ty(w) = (o) + I'(ao) (@ = 20) + 51 1" (@) (& — o)

= Ti(e) + o o)z — 20)°
= Ty(@) + 53 (z — 0) f"(20)(x — 7o)

NEU: im R" : Entwickle f(g(h)), g(h) := oo + h(x — ()

25



Ti(z,y) = f(xo,y0) + grad f(xo,yo) - (T — o) =
= f(xo,y0) + fz(x0, y0)(x — ®0) + fy(T0,Y0) (¥ — vo)

D C R?: analog:

T1($7y7 Z) — f(x()a Yo, ZO)
+ f2(20, Y0, 20)(z — o) + fy(x0, Yo, 20) (¥ — Yo) + f=(z0, Yo, 20) (2 — 20)

Also Ty + > aller ersten Ableitungen x entsprechender Schrittweiten.

26



Tr(z,y) = Ti(z,y) + % (x - %)T (fa:x(:voayo) fa:y(ilfoayo)> (af — ﬂUo)

Y—1Yo fya;(ion yo) fyy(an yo) Y—1Yo

1

= T1($,y) + o1 [fm(wo,yo)(iﬁ — 370)2 + fxy(manO)(x - xO)(y — QO)

+ fya (20, 90) (Y — Y0) (@ — T0) + Ffyu(T0,%0) (Y — Y0)?]
Also T5 = T + %Z 2-te Ableitungen X entsprechende Schrittweiten.

27



Fiir C?—Funktionen gilt f,, = f,» und damit

Tr(z,y) = f(zo,y0) + fz(zo,y0)(® — T0) + fy(@0,Y0)(y — Yo)
+ - [fww(x07y0)(w —20)” + 2fuy(x0,90)(y — yo)(x — o)

2!
+ fyy(wm yO)(y - 90)2}

Beachtet man noch:

@) ) @) e —2!2)!2! - G) e —2!1)!1! =2

so kann man 75 auch schreiben als:

Ty(z,y) = Ti(z,y) + % [@) fra (0, Yo) (z — x0)”

+ G) fay(x0, yo)(x — z0)(y — yo) + (g) Fyy (0, Yo) (y — yo)Q}

28



£2l;_ﬁgi L — Ctayaz)Tv‘BO:::($O>y07ZO)T7

jb(xayaz>:: f($07y07z0>7
Ti(x,y,2) = f(xo, Yo, z0) + < grad f(xo, yo, 20), (& — x9) >

o i) o o
= f <y0> + fa (y()) (x — o) + fy <y0> (y — vo) + f- <y0> (2 — 20) -
20 20 20 20

T

1 r — X r — X
Tz(:v,y,Z)=T1(x,y,Z)+5 y—vyo | Hf(xo,y0,20) | ¥ — yo

Z — 20 Z — 20

= Ti(z,y) + % [fa:a;(wo, Yo, 20)(z — 20)” + 2 fay(xo, Yo, 20) (T — x0) (Y — Yo)

+ 2+ foe(@0, Yo, 20) (x — m0) (2 — 20) + Fyy(wo, Yo, 20) (y — o)

+2- fyz(xoa Yo, 20) (¥ — Yo)(2 — 20) + fzz(0, Yo, 20) (2 — ZO)z]

29



Beispiel: Gesucht Taylorpolynom zweiten Grades von

f(fB,y,Z) = Sin(x+y) + xe* Y — z2 1y

f(x,y,z) =sin(x +y) + ze* ¥ — 22 + vy,
fm(ac,y,z) —
fy(®,y, 2) = cos(x +y) —ze™ ¥ 41,

fz(aj7 Yy, Z) = xe* Y — 22’

frze(T,y, 2) =

foy(x,y,2) =

fe(x,y, 2) =

fow(x,y,2) = —sin(x +y) + xe* Y,
fuz(x,y,2) = —xe Y,

fzz(x, Y, Z) = e Y — 2,

xo = (0,0,0).

im Punkt (xo, yo, ZO)T
£(0,0,0) =
f2(0,0,0) =
f,(0,0,0) =
f.(0,0,0) =
f22(0,0,0) =
f4(0,0,0) =
f2-(0,0,0) =
f44(0,0,0) =
f42(0,0,0) =
f..(0,0,0) =
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TQ(mv Y, Z) — f(w(b Yo, ZO) + fm(a:()a Yo, ZO)(CB — wO)

+ fy(x0, Yo, 20) (¥ — yo) + f=(x0, Yo, 20)(z — 20)
v % | Feal0, 0, 20) (= — 20)> + 2+ fay (w0, 0, 20) (= — 20) (3 — 30)
+ 2+ fur(0, Y0, 20) (& — x0) (2 — 20) + Fyu(0, Y0, 20) (¥ — Y0)®
+2 £y2(0, 90, 20) (y — %0} (2 — 20) + Fx(@0, Y0, 20) (2 — 20)°]
Ty(z,y,2) = £(0,0,0) + £2(0,0,0)(z — 0)
+ f,(0,0,0)(y —0) + f.(0,0,0)(z — 0)
2 [£00(0,0,00@ = 0)* + 2+ £2,(0,0,0) (& — 0)(y — 0)

+ 2 f22(0,0,0)(x — 0)(z — 0) + £,,,(0,0,0)(y — 0)°

+2 - £,:(0,0,0)(y — 0)(z — 0) + f..(0,0,0)(z — 0)2]
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Anderer Entwicklungspunkt:

Beispiel: Gesucht Taylorpolynom zweiten Grades von
f(z,y,2) =sin(z +y) + ze* ¥ — 2% + y

f(x,y,z) =sin(x +y) + ze* ¥ — 22 4 Y,
fz(x,y,z) =cos(x+vy) +e7Y,
fy(x7 Y, Z) — COS(x + y) — xe” Y + ].7

fz(ma Y, Z) = xe” Y — 2z,

frz(x,y, 2) = —sin(z + y),
foy(x,y,2) = —sin(z +y) —e*7Y,
fr(x,y,2) = €Y,

fuy(T,y,2) = —sin(x + y) + xze* Y,
fyz(z,y,2) = —xe® Y,

fZZ(xa Yy, Z) = e Y — 2,

w0 = (559

im Punkt (xo, yo, zo)T

f(-559) =
(=5 5:5) =
f(=5 171 =
(55D =—F
Joa(=T: 5 7) = 0
foy(=3 %) = — 1
for (=1 1 7)) =1
Foo(=5 0% = — %
fyz(_ﬁﬂ 1 %) =1
f5 55 = %
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To(w,y.2) = F(—g o) + Fol= 5 5 D@ = (=)
+ fy( % % %)(y__)+ fz( £7£7£)<z_£)
1 T T T T T T
t 3 faz(— 17 Z)(x— (——)) + 2 fay(— RV Z)(w— (——))(y——)
+ 2 fulg P = (CNE - D+ ful-7 1 Pl — )
+2- el D - PE - D+ fal-g 1 E -

Fehlerabschatzung fiir f(x, vy, z) — T2(x, y, z): nichstes Mal!
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