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Infos/ Lehrmaterial unter
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Jacobi-Matrizen, Kettenregel, Richtungsableitungen,
Vektorfelder, Rotation und Divergenz,
Taylor-Polynome, Teil 1

Die ins Netz gestellten Kopien der Unterlagen sollen nur die Mitarbeit wahrend der Veranstaltung erleichtern. Ohne die in der Veranstaltung
gegebenen zusatzlichen Erlduterungen sind diese Unterlagen unvollstandig (z. Bsp. fehlen oft wesentliche Voraussetzungen). Tipp— oder
Schreibfehler, die rechtzeitig auffallen, werden nur miindlich wahrend der Veranstaltung angesagt. Eine Korrektur im Netz erfolgt NICHT!

Eine Verdffentlichung dieser Unterlagen an anderer Stelle ist untersagt!

Bitte bei der Abgabe der Hausaufgaben DGL und Ana ll|
die Gruppennummer angeben.
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Azt
Jacobi-Matrizer/ g

Sei f:D—R™, D c R™ und

' fi(z)
e 2| e b gy [ R@ | (P
@) @)

f ist stetig/part.diffbar/stetig part.diffbar <= Jede Komponente f; von f
ist stetig/part.diffbar/stetig part.diffbar. Die Definition der Differenzierbarkeit
kann wortlich libertragen werden.

Im Falle der Existenz definiert man die Ableitugs-/Jacobi-Matrix von f:

Si(w) @) ... i)
grad f1(x) : : : =

Jf@ = .. =] - L@
grad fn(@) -

8m: am: : 8m:
Ofn(g) Om(z) ... a{;n(m))



Beispiel Al: (Zu P1)

)
f(x,y,2) = fz(wg =
SMJ () 2 3z g
. rqo[ f2 ) B O 1Y) +z
Jf(x) = & ed (53 \ (2% X 5

Im Fall m = n: Funktionaldeterminante von f := det J f(x)

Wichtig bei Koordinatentransformation!

Im obigen Beispiel:

q ) 32 3y
22
(o) Q,JJ(QS/ o)fo'&l{(L ?
|J f(x,y,2)| :=detJ f(z,y,2) = det { W=
@ “5'27‘( Sc (15\ as

._Q_,(Li? ) +2x (Cz*— 6



/‘E/“: /‘QM J D/R'k

Kettenregel: D C R", f: D+ R™, g: f(D) > R* /T, &' —
— gof: DoRFA X — (L)) (s(£6)) = 8(€e0) 3769

Wichtiges Beispiel A2: Ls(t,z(t),y(t) =7

Einerseits: s : (t,:c,y) — s(t,z,y) <R

4
Andererseits mit g:t— (t,x(t),y(t))T T o (k) - (f((i\] )
—_— N N \:)

F(t) = s 0 g(t) = s(t, x(t), y(2))
d ot (t), y(t) = L1(t) = Js(g(t)) - Tg(t)
JS(t,:Ij,y) — (Stasxvsy)v Jg(t) — (17j7(t)7y(t))T

1 -
75t z(),y(t) = (s, 52,5y) (:13 )) = =, soxbr sy 5(6)



Sei zum Beispiel: s(t,z,y) = tx + t?z%y und  z(t) = 2%, y(t) =1 + ¢

Definiere: g(t) = (t,z(t),y(t))" = (t,22,1+1)"
t 1

— Jg(t) = | &(t) | = | 4¢
y(t) L

Und mit f(t) =sog(t): |
F(t) = J(s 0 g(t) = Js(t,zy) - Jg(t) = (50 5.51) U

Also &s(t,x(t),y(t)) = sit sp-d 45,5 = e8] o (Laddhg) ot
—+ %é%z‘,/l



Beispiel A3: (Zu P1) Wir hatten in Beispiel Al:

2x + 3yz 2 3z 3y
flz,y,2)= | v¥*+2* |, Jflx)=0 2y 2z
x? + 2y 2¢ 2 0

detJ f(x) = —82 + 12z(z% — y?)

<2fl(337y7 Z))
Betrachte g(x,y,2) = | 3f2(x,y, 2)

A4fs(x,y, 2)
| 9 O S
Mit h(a, 8,7) = und  Jh= <Z D
Jg(z.y.2) = J(ho f(z) e
det Jg(x,y, z) = det (2/; 91[6‘ > = de }(9}7) - oj‘*é(ﬁf)
2.3 Y L ckannt

~ 12 [-82a 2w (3t 9]



Richtungsableitungen (Zu H1)

Letzte HU: Ableitung einer Funktion D C Rn, : D — R in Richtung der 1., 2., 3, ... Koordinate. : @
g g

Jetzt allgemeiner: Sei a € R" : ||a|| =1 und ¢ € D.

Frage: Wie andert sich der Wert von f, wenn ich von @&y aus ein wenig in
Richtung a gehe?

f(zo+ha) = f(zo)+? hER, xo+th-acDVte|0,]]

Definiere: Richtungsableitung von f in Richtung a bei x| s L
S
= Anderungsrate von f in Richtung a /
T Vo r %o po. ™
\ s
. 0 NERT f(mo + ha) — f($0>
?_af (_w__o/)}-— paf (®o) = lim ;
S — A

Ist Da f (@) positiv, so werden die Funktionswerte ausgehend von x bei einem hinreichend
kleinen positiven Schritt in Richtung a groBer. (Anstiegs- / Aufstiegsrichtung)



Ist Da f (o) negativ, so werden die Funktionswerte ausgehend von x( bei einem hinreichend
kleinen positiven Schritt in Richtung a kleiner. (Abstiegsrichtung)

Vorlesung: | & f(zo) = Daf(xo) =< grad f(zo)",a >.

Beweis: Kettenregel. Siehe Vorlesung:

Setze: g(h) := x9+ ha, g:R — R"
und z(h) := f(g(h), z:R —R.

Dann ist
xo,1 + hay ai

ghy = [ T2t o gomy=|"]|=a
L0o,n + han 077

g () = ¥

und im Falle der Existenz nach Kettenregel:

4 @0) = Daf(en) = [f1(am)id)= J((g(0) - Tg(0) = grad Fa0) @

N X o




Konkretes Beispiel: f(x,y) = z° + y°.

e Fira= -2 (1,1)7T, g = (2, 1)7T gilt:

N2 N T

Daf(xg) = grad f(xg) - a
2020y 5 (0) = 2 () = 50— 33,

a ist in g lokal eine Aufstiegsrichtung



o Firu=-"2(-1,1)7, o = (2,1) gilt:

2 ——
(2xo,A30)
Duf(z0) = grad f(xo) - u = —5(4,2) - () =—-Vv2.
—‘_A{ (—u«2 ):. "*—é

u ist in @y eine Abstiegsrichtung.

flz,y) =2*+y*,  uwu=_(-1,1)7

Wert in xg: also f(2,1) =5

FA

254" =5
Wert in ¢ = x¢ + 2v2u = (i ) + LV" J@g(—: ) = (3{ )*(ﬁj):<g3>

£(0,3)=9. > >
0° 4 3°

Wie geht das denn? u war doch Abstiegsrichtung!
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Niveaumenge/Niveaufldche (zZu H1)

Analog zu Hohenlinien im R? definiert man fir& € R>und f : D — R, D C R?
die Niveaumenge/Niveaufliche N0 eines Punktes x( als die Menge der Punkte,
die den gleichen Funktionswert haben, wie axg:

Xo= Ny = {w e R® : f(x) = f(x)}

2 Z
‘-'—3((0\_7 ><2_.+\3,‘_% - :C—:@

Beispiel: f(z,y,2) = In(z? + y? + 2%)= &

Niveauflachen: Kugeloberflichen/Spharen um Null

0y« o (W3 2)
Gleichung fiir Niveauflache in xg = (4, 3,12) _ I (ACD)

Nz = §"‘Qe|’Ra In (xteg +2") = Im 46 9) 5

3 2% - )6)
_ .i»(eIR <o 2t =/ }

12



Vektorfelder (Zu H2) |

f: R™ — R™. Hier nur n = 2 oder n = 3. Ly

Beispiel: planare Stromung, Stromung in der Ebene

Betrachte Teilmenge D C RZ?. Zu jedem Punkt (z) € D gibt es einen

Geschwindigkeitsvektor (:fgzg) also eine Abbildung

oo ()= ()

Veranschaulichung: Hefte im Punkt (¥) den Vektor (4(*'“)) an.

Es entstehen die sogenannten Stromlinien, Losungen von
T = u, y = v bzw. Lésungen der Differentialgleichung

y'(z) = v(z,y)/u(z,y).

13



Beispiel: u: R xRT - R2, wu(x,y):= (Qf)(é’,%)) = (2).

Py = (_2) — u(Py) = (0.225)

0.25
P 2__?____(__0_?5) = u(P) = (53) N
— -2 2 Y

Skizze: vor Ort. Pfeile haben die Steigung v /u.

Weg eines Teilchens in der Stromung = (z,y(z))? mit

y'(z) = %@)/W)-

Hier 3//( y(x)/2. Dies ist eine separierbare DGL. Fiir y # 0:

(@) = y(z)/2
N/

dy y dy gdaj T el .
__—:>—:—:>h’l = —4+ ¢ = ) = ce?
Y\ = et ef
9 = j‘ (—62) —n ab)= e c e
g{}:{% c=° —3530'75/;" 14

5/= b/z !./f'@:l'“



Befehlsfolge:
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Divergenz und Rotation

Gegeben: Vektorfeld f: D — R"”, D Cc R™. D.h.

I fl(;vl, LYy oo v ZE‘n)
L2 | _ f2(96‘1, L2y « oy Zlfn)
F1 7= .
T folx1, T2y ..., Tp)
Dann definiert man
. | & O
Divergenz von f : div f(x1, -+ ,x,) = ——(z1, - ,Tn)
Lk
k=1

0f2




fl(aja Y, Z)
J - (Bav).
fg(ZC, Y, Z)

x
n=3: f |y
2z

0fi df2

divf(a:,y,z) — %(CIZ, Y, Z) T a—y(x7 Y, Z)

dfs
T o,

(z, y, 2)

Bei Stromungs- / Flussproblemen: Quelldichte

17



Veranschaulichung:

(x,+hy+h)

£ Fluss ickte
: Al
i vl 7[/“:?31’ pre _ A
L}\,]Jmunlqgmi' ol (Xo_h'yo__ Tf ) | 2

|
[BEN
iy
Y

Durch linke Kante flieBt =~ f1(xo — h,yg) - 2h  pro Zeiteinheit

Durch rechte Kante flieBt ~ f1(xo + h,yo) - 2h  pro Zeiteinheit

18



Analog unten &~ f5(xg,y9 — h) - 2h und oben =~ fo(xo,yo + h) - 2h

Aus dem Rechteck flieBt pro Zeit- und Volumen(Flachen)einheit ca.

fi(zo+ h,yo) - 2h — fi(zo — h,yo) - 2h
(2h)?

4 fa(wo,y0 + h) - 2h — fo(xo,y0 — h) - 2h
(2h)?

Fiir h — 0 ergibt sich die Quelldichte in (g, yo) als

i <f1($o+h,yo) — fi(zo — h,yo) n fa(xo,y0 +h) — fa(wo, Yo — h))
h—0 2h 2h

= (%fl(xo,yo) + %ﬁ(xov%) = divf(zo, yo)

Divergenz = 0 : es flieBt genauso viel rein, wie raus flieBt : Quellenfrei

19



Im Fall n = 3 definiert man noch die Rotation bzw. Wirbeldichte

~——

rot f(z,y,2) =

Ebene Strémungen kdnnen in den R? eingebettet weden: n=2

/(6) - G =7 (o) - (55)

~ 0
Fiir f erhdlt man die Rotation: %(m, y) — %(x, ). Man definiert
L Y

daher fur n = 2:

0
rot f(x,y) — 8—];2(377 y) - a—(x7 y)

20



Bei FluBproblemen = Zirkulation/Wirbeldichte, rot = 0: Wirbelfrei
Veranschaulichung wie oben: summiere die zum Rand eines kleinen
Flachenstiicks tangentialen Komponenten.

Fiir das Geschwindigkeitsfeld v einer Starrkorperrotation um eine Achse mit
der Winkelgeschwindigkeit w gilt  |[rotv|| = 2w, und  rotw st parallel zur
Drehachse.

Spater: Potentiale, Arbeitsintegrale, etc.

21



Beispiel a) -
v(z,y,2) = (xy? + 222, yax? + y22, 2y% + z22)T D :=R3

diV ’U(i‘,g,Z) ( ) +(v J,( (%\:) X2 ) gx.kgi )3+(&3 42X )2
_(5ML)~+(>< *5%(3 <) = 2 (xFanTt )

rot v(z,y,z) = | (V1) — (v3)e | = | 2¥% - 2 <&
(v2)a — (v1)y Lyx — =2

2\ 2
(U3)y — (v2): 4% - <2 ) Wir ol b

Beispiel b) u(z,y) = (—y, )7, D = R? R
a (5

—_ _
P
e

div u(z,y) = (u1)z + (u2)y = (—9)x + (2)y =0  Qucllen fra

~—~
<
|
~~
S
(\V)
~—
S
|
~—~
<
—
~—r
<
|
~—~
8
~—
8
|
—~
|
<
~—
—_
|
—~
|
—_
~—
|
(N

rot ulx
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Taylorpolynome

(Zu P1)
Zur Erinnerung: f:R® - R z.B. f: (z,y,2)! — f(z,y,2)
Erste partielle Ableitungen —— > Gradient von f

grad f(w) = (fxl(w)a 7fxn(w) )T

In unserem Beispiel also mit « = (x,y, 2)*

grad f(x0,%0,20) = (fz(T0, Y0, 20), fy(fCanOaZO)afz({’f_Ov?JOvZO)) |

2{,4;,{[:. /{le;&fﬁj

B (3““‘>(‘C>) = ot R

wred (9 >
%-{‘qé C %‘e>

23



Hessematrix von f:
Matrix der zweiten Ableitungen H;j(z,y) = fu;z,

In unserem Beispiel also mit « = (x,y, 2)*

fa;a;(l'o,yoazo) f:cy(anyOaZO) f:EZ(ajanOaZO>
Hf((:co,yo,zo)) = fyx(3707y0720) fyy(anyOazO) fyz(anyOwZO)
fzx(:UO:yO:ZO) fzy(xo,yo,zo) fzz(x07y07 Zo)

f 2-mal stetig diff.bar = Hessematrix ist symmetrisch! /
Aé \/'C/‘%/ (M i o l/o/aU£j CSC#Z’% .

'Fx = )(YX 7(*"-: 7[&« Ust - 2%



Noch mehr Erinnerungen: im R! :
Taylorpolynom 0.ten Grades mit Entwicklungspunkt xq: Ty(z) = f(xo)
Taylorpolynom 1.ten Grades mit Entwicklungspunkt x:

Ty(z) = f(zo) + f'(0)(x — ®o) = To(x) + f'(z0)(x — wo)

Taylorpolynom 2.ten Grades:

Ty(w) = f(xo) + I'(o) (@ = 20) + 51 I (@) & — o)
1

_ ! _ 2

=Ti(@) + 57/ (@o) (@ = 20) Ne e (25
1 .-

= Ti(@) + o (x — 20)f"(20) (& — o) /4MHW»>

Xu ':_)_(LO +O (_;("X’)

NEU: im R" : Entwickle f(g(h)), g(h) := oo + h(x — ()
R—>R’ '_JTE he [o47

(A D (r'c\jc‘o 25



f:D—->R D cC R" /
~+n R %/g.) 4 7[/>4,)(><i><e>

To = f(=o), Ty (z) = f(xo) + grad f(zo) - (x — o)

DCRQZ 7<_,><,>
th,< 4;) : DT

Tv(z,y) = f(wo,y0) + grad f(zo, o) - (X — x0) =

= f(zo,y0) + fa(mo, yo)(jﬂ_:fi t@(xo, Y0) (¥ — o)

>

D C R?: analog:

Tl(aj)y? Z) — f(x()a Yo, ZO)
+ f2(20, Y0, 20) (& — x0) + fy(l’o, Y0, 20) (¥ — yo) + {‘:ziiffo, Y0, 20) (2 = 20)

Also Ty + > aller ersten Ableitungen x entsprechender Schrittweiten.

26



Tr(z,y) = Ti(z,y) + 1 (5’7 - x0>T (fxx(CCO:yO) fa:y(ilfoayo)> (af — xo>

21 \y — yo fyg;(zvo, ?JO) fyy(fﬂoa yo) Y—1Yo
fre(xeim0) (x-x2) 4 fig xo09) ( —ne) >

=Ty (Xi_‘j) + f—f (5(-an W= o)
’ 'g‘_‘)‘*‘ CEDICE O N 'S-vy (X, %) (D=-A0)

= Tu(@ ) + o [Fral0,90) (@ — 202 £ Fay(0,40) @ = 20)(y — 0)

//,/7

+ Jiya(an yO)(_y__:yO)(x B 33()) + fgy‘(m()? yO)(y - yOQ

1
Also T5 = T + o1 > 2-te Ableitungen X entsprechende Schrittweiten.

27



Fiir C?—Funktionen gilt f,, = f,» und damit

To(z,y) = f(x0,y0) + fo(To,y0)(x — 20) + fy(T0,%0)(y — Yo)

+ _ | fra(0,50) (= 20)* + 2fuy(w0, Y0) (¥ — yo)(x — 20)

2!
+ fyy(mm yO)(y — 90)2}

Beachtet man noch:

@) ) @) e —2!2)!2! - G) e —2!1)!1! =2

so kann man 75 auch schreiben als:

Ty(z,y) = Ti(z,y) + % [(g) fra (0, Yo) (z — x0)”

+ G) fay(x0, yo)(x — z0)(y — yo) + (g) Fyy (0, Yo) (y — yo)Q}

28



X
></\f
2

YAVA
2

£2l;_ﬁgi L — Ctayaz)Tv‘BO:::($07y07ZO)Ta

T()(x, Y, Z) — f(CUO) Yo, ZO) )
Ti(x,y,2) = f(xo, Yo, 20) + < grad f(zo, Yo, 20), (& — @) >

o i) o o
= f (%) + fa <y0> (x — o) + fy <y0> (y — vo) + f- <y0> (2 — 20) -
20 20 20 20

T

1 r — X r — X
T2(w,y72)=T1(w,y,Z)+5 y—yo | Hf(zo,y0,20) | ¥ — yo

zZ — 2o Z — 20

=T (z,y) + % %-@(wo, Yo, z0)(z — @0)” +(2) Fay (20, Yo, 20) (¥ — @0) (Yomsijo)
=+ @ fﬁ(fﬁoa Yo, 20) (T — o) (#=="20) +A'f£($07 Yo, 20) (WY y0)2
‘@ fgi(ajOy Yo, ZO)(y = y())(Z _— ZO) _|_/f-fzz(3307 Yo, ZO)(Z - 20)2]

£l 22
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Beispiel: Gesucht Taylorpolynom zweiten Grades von

flx,y,z) =sin(z +y) + ze”¥ — 22 +y @ = (0,0,0).

a1 | RSN - i J . im Punkt (Mo; z0)"
f(z,y, 2z) =sin(z+y) + a:ej‘y — 2% 4y, £(0,0,0) = O
fo(z,y,2) = CQS(M\D) t e /1 fz(0,0,0) = 2
fy(z,y,2) = CM) — etV 41, f4(0,0,0) =
folw,y, 2) = ze*™V — 2z, f-(0,0,0) = ©
foo(z,y,2) = - Sf‘;ﬂm A £2u(0,0,0) = ©
: 2-Y
foy(T,y,2) = — Siplxeyy — € fz4(0,0,0) = -/
for(w,y,2) = ) 2 £.:(0,0,0) =
F_J\
Fuy(@,y, 2) = —sn;(zf+ y) + e, £,u(0,0,0) = <
0 KA
fyz(aj Y, 2) = _wez Y, fyz(07070> =
fzz(a:,y,z) :ZIZGKZ\%—Z, fZZ(Oj())O) — m

@)

30



0 0 0 Q O 0
TQ(xa Y, Z) — f(w()a Yo, ZO) _|_ fx(x%a Yo, ZO)(CI3 - mO)

o

O Q
+ fy(o, o, go)(y — yo) + fz(;;Oa yUO, 7?0)(2’ — 20)

S
]_ 0 2 a O
+ of [fm(wo, Yo, 20)(x — x0)” + 2 fzy(T0, Yo, 20)(z — x0)(y — Yo)

+ 2 fuz(20, Y0, 20) (z — 20) (2 — 20) + fyy(20, Y05 20) (¥ — yo)”

_ + 2 - fyz($07 Yo, ZO)(y - yO)(z - ZO) —|_ fzz(x()) Yo, ZO)(Z - ZO)2]
Xo19a,2  masdzon

T2(x7y7 Z) — f(oa 0, O) + MO)(CC o O)

+ £4(0,0,0)(y = 0) + £:(0,0,0)( — 0 S
5 1ﬂ‘°' / /
— T+ 5 [ w00, 0)(@ = 0)" + 2+ £2,(0,0,0)(z — 0)(y — 0)
O;X,u\"‘ B ) -1
N;L,\SJ{E + foZ(O,O,O)(QZ—O)(Z—O)—I— fyy(()?O’O)(y_O)
e +2: fyz(ov:O»O)(y —0)(z = 0) + f&%@(z - 0)2]

S( |7
\r a
\[\\L\\“'(B = ) __|-Z:j-_->¢3 — > & - 2

31



Anderer Entwicklungspunkt:

Beispiel: Gesucht Taylorpolynom zweiten Grades von
f(x7 Y, Z) — Siﬂ(&:‘ + y) + ze”Y — 2z’ + v Lo — (_%7 %7 %)

vy
_ﬂf" \‘/ lt,:fq'-“ @;L{]L " im Punkt (xq, yo, zo)T X

f(@,y,2) = sin(z +y) + xe""f’ — 2% + vy, F(=2, 2,0y = (@) - A
folz,y, 2) = cos(z +y) + e, fo(=5, 5 %) =444 =2
fu(x, v, )_w) — w41, fo(—Z,Z,2) = g«/an =227
fo(x,y, 2) = ze” Y = 2z, | (=551 =T
fra(z,y, 2) = —sin(z + y), for( =50 %) = O
foy(2,y, 2) = —sin(z 4 y) — e 7, faoy(=5 5 %) = — 1
faz(z,y, 2) = €Y, for(=5 5 7)) =1
fyy(@,y, 2) = —sm(az—|—y) —}—:Izgi___y, foo(=%5 T %) = — 1
foe@,y,2) = =2, (=555 = §
forla,y, 2) = we?" - 2, fo(-T, ) = % =2
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Xo,Ne, 2o in Al gemonc Fermslehsd

To(z,y.2) = f(—5. 7.7 + o= 3 D@ = (=)
) o :
- “ v T T T TT 7T
¥ + fy(_Z % 4)(y——)—|— f2(— 71 Z)(Z—Z)
.2';7?;"'{ -~ 3nly
1 T T T T T T s s
+5[fi}_4é)( o= (D)4 2 (5 T e - (I - )
= o~
+2- -5 D@ - CENE =D+ f-E D -y
\“'_“““-\v-————/‘—- ;"r_ﬁ\'__—_Tj(_r
t2 -5 5 D= D= £ DE- D
2 -0y -z
— .1_/-]% -+ _9_(><+1?/q) < ().-l ly) (5-“/-.,)_3_"1_1"_' (z_nn.,)

=+ _A- { 2.(3(.%’(1/“)(\3 TI/L,) 4 2_({*ﬂ( ) . 11;9) _ j;/q(b_n[q)
i =
‘TJ-Z:_T (‘3_1’(%)(2‘- ") - (Tf'-' ) (2-/y) 3

= (O 4 (™) ""'ﬂ)-w/g(b-”[”) LTy R E) - (F)(2-3)
Fehlerabschatzung fiir f(x, vy, z) — Ts(x, y,z).nachstes Mal! o
N{(A; aqgmo/é{o/; 2—(01’:.»-,‘/
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