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Analysis 111
fiir Studierende der Ingenieurwissenschaften

Blatt 3, Hausaufgaben
Aufgabe 1: (6+4 Punkte) Gegeben ist die Funktion

flz,y,2) =2+ 22 +y° + "y cos(2).

a) Berechnen Sie das Taylorpolynom zweiten Grades von f mit dem Entwicklungspunkt
o= (lﬂo,yo,ZO)T = (0, 1,7T)T-

b) Zeigen Sie, dass fiir den Betrag des Restglieds Ry(z,y,z2) = f(z,y,2) — Ta(x,y, 2)
folgende Abschitzng gilt:

|Ro(,y,2)] <002 Vo =(r,9,2)7 € R*: |z — x|l <0.1.

Losung:

flx,y,2) =2+ 224+ 9" + "y cos(z),  f(0,1,m) =2+ 1+ cos(m) = 2.

fe = 2+ e"y? cos(z), 00, 1,1) =7 —1

fy = 2y + 2ye” cos(z), f,(0,1,7) =2—-2=
f. = x — e®y?sin(2), £0,1,m)=0-0=0
fox = €"y? cos(2), J2e(0,1,7) = —1

foy = 2"y cos(z), fay(0,1,7) = =2

for =1 —€"y?sin(2), fe2(0,1,7) =1

fyy = 2+ 2€” cos(z), fw(0,1,1)=2-2=0
fyz = —2ye*sin(z), fy2(0,1,7) =0

fzo = —€"y? cos(z), f-2(0,1,7) =1
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T(l’?y?Z) = f(O,]_,TI') + fm(ovlaﬁ)(‘r—x(}) + fZJ(Oa]-?T‘—)(y_yO) + fZ<07177T)(2_ZO)
1 r — 2o
+5(x_xmy_y(bz_ZO)Hf(O7177T) Y—"%Yo
Z— 20
1 -1 -2 1 x
=24z(r—1)+=-(zr,y—L,z—m) -2 0 O y—1
2
1 0 1 Z—T
, e =2y — 1)+ (2 — )
:2+7Tx—x+§(x,y—1,z—7r) —2x

r+(z—m)

:2+7rx—x—|—%[—x2—2x(y—1)+x(z—7r)—2x(y—1)+x(z—7r)+(z—7r)2]

2 )2
:2—|—7m:—x—%—2x(y—1)+:v(z—7r)+ (2 27r)
Alternativ rechnet man
x
T(z,y,2) = f(0,1,7) + grad f(0,1,m)" | y—1
Z—

+ % (f22(0,1,7)(z — 0)* 4+ 24, (0, 1,7)(z — 0)(y — 1)

+ 2fmz(07 1777—)(1: - 0)(2: - 7T) + fyy(07 1777—)(y - 1)2
+ 2f,:(0,1,7)(y — 1)(z — @) + f..(0,1,7)(z — 7)?)

2 )2
2+7rx—x—%—2x(y—1)+x(z—7r)+(Z 27T)

Oder iiber Taylorreihen mit
1 9 - 72
cos(z):—1+§(z_7r) TR e :14_3;_1_?_1_...

Y =-174+20y-1)+1
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b

) Jree = €%y? cos(2), | frze] < 1.12 - €01
Jawy = 2y€” cos(z), | foay] < 2.2 €%
Jrer = —€"y?sin(z), | foee] < 11201
fuyy = 2€” cos(2), | froyy| < 2%
fay> = —2€"ysin(z), | fay=] < 2.2 €21
Jrzr = —€%y% cos(2), | frze] < 11291
Jyyy =0,
fyyz = —2€sin(z), | fyel < 2%
frzy = —2€%y cos(2), | fyze] < 2.2 %
frze = €y?sin(2), |fone] < 1.12 .01

Eine gemeinsame obere Schranke fiir die Betrige der dritten Ableitungen ist zum
Beispiel

C:=44=22-4% > 22.¢£%5 > 22.01
Als Schranke fiir den Fehler erhalt man

9.22 198
_ 0.02.
1000 1000 =

33 9
|Ra(x,y,2)] < §~C’- |z — zo|2, < 5-4.4'0.13 =
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Aufgabe 2: [34+4+3 Punkte] Bestimmen Sie die stationdren Punkte der folgenden Funktio-
nen und priifen Sie, ob diese Minima, Maxima oder Sattelpunkte sind:

a) [Klausur 2009] f(z):= T Az + b"x + ¢ mit

-1 1 —4
N 2 . . _
T = (y) eR*, A = (3 _2) , b = (12) , ¢ =2020,

4 3
b) glx,y) =2 —ay—x+ 4L+ 4.
c) f(z,y) = x%y? — 62y + 8z — 4y* + 24y + 30.

Losung zu 2:

a)
-1 1

3 2) (z> +(—4,12) (g) +2020 = —a+4zy—2y" —4r+12y+2020.

) = )

folz,y) = 20+4y—4=0 < == 2y —2.

fylz,y) = 4o —4y+12=8y—8—4y+12=0
= y=—-1= = —4.

-2 4

4 —4

indefinit. Also liegt ein Sattelpunkt vor.

Die Hessematrix H (z,y) = ( ) — det(H (z,y)) = 8 —16 < 0 ist

b) Fiir g erhélt man Vg(x,y) = ( 20 —y—1 >

e Pty
20 —y—1=0<= z = yT—i—l
—r+y’ +y’ = —yTHH/Q(erl) = (yQ—%) (y+1)=0
— ye{—l,—%y%}

Damit erhalt man drei stationdre Punkte:

0 1o
Pl:(—1> Pog=|" 2"
TV

Fiir die Hessematrix rechnet man:
Gaa (T, y) =2
Gy (T, Y) =gya(w,y) = —1
Gyy(,y) =3y* + 2y
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In den Punkten P, P,, P 3 erhilt man die Hessematrizen

HIY = <_21 _11) — HYW =2>0det HY =2 —-1>0 — HWY positiv definit,

P (2 7 L et B —3-2v3 -1 <0 — H? ist indefinit,
-1 % -2

2 -1
HY = ( sy \/5> — HP =250 det HY =3+ 2v2—1>0 — H positiv definit.

0 L 1 _
In P, = ( 1) und Py = |2 V8] liegen Minima vor. P, =
- V2 V2

ist ein Sattelpunkt.

N =

—
ﬂool

c) f(z,y) = 2%y? — 622y + 822 — 4y® + 24y + 30.
fo(z,y) = 229* — 120y + 160 = 22(y* — 6y +8) = 22(y — 2)(y —4) =0
< r=0Vy=2Vy=4
fy(z,y) = 22°y —62° —8y +24 = (2° —4)(2y — 6) =0
S r=—-2Vzr=2Vy=3.

Wir haben also folgende Kandidaten:

0 2 2
P1:(3)7 P2,3:<:|;)7 P4,5:(:Z)7

Fiir die Hessematrix rechnet man:

foa(,y) =2(y* — 6y + 8)
fa:y(x7y) :4x<y - 3)
fyy<17>y) :2(‘7:2 - 4)
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Alternativ fiir die letzten vier Punkte: det H f(...) < 0.

Abgabetermine: 14.12.— 18.12.20



