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Aufgabe 1: (6+4 Punkte) Gegeben ist die Funktion

f(x, y, z) = 2 + xz + y2 + exy2 cos(z) .

a) Berechnen Sie das Taylorpolynom zweiten Grades von f mit dem Entwicklungspunkt
x 0 = (x0, y0, z0)

T := (0, 1, π)T .

b) Zeigen Sie, dass für den Betrag des Restglieds R2(x, y, z) = f(x, y, z) − T2(x, y, z)
folgende Abschätzng gilt:

|R2(x, y, z)| ≤ 0.02 ∀x = (x, y, z)T ∈ R3 : ‖x − x 0‖∞ ≤ 0.1 .

Lösung:

a)
f(x, y, z) = 2 + xz + y2 + exy2 cos(z), f(0, 1, π) = 2 + 1 + cos(π) = 2 .

fx = z + exy2 cos(z), fx(0, 1, π) = π − 1

fy = 2y + 2yex cos(z), fy(0, 1, π)) = 2− 2 = 0

fz = x− exy2 sin(z), fz(0, 1, π) = 0− 0 = 0

fxx = exy2 cos(z), fxx(0, 1, π) = −1

fxy = 2exy cos(z), fxy(0, 1, π) = −2

fxz = 1− exy2 sin(z), fxz(0, 1, π) = 1

fyy = 2 + 2ex cos(z), fyy(0, 1, π) = 2− 2 = 0
fyz = −2yex sin(z), fyz(0, 1, π) = 0

fzz = −exy2 cos(z), fzz(0, 1, π) = 1
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T (x, y, z) = f(0, 1, π) + fx(0, 1, π)(x− x0) + fy(0, 1, π)(y − y0) + fz(0, 1, π)(z − z0)

+
1

2
(x− x0, y − y0, z − z0)Hf(0, 1, π)

x− x0y − y0
z − z0


= 2 + x(π − 1) +

1

2
(x, y − 1, z − π)

−1 −2 1
−2 0 0
1 0 1

 x
y − 1
z − π


= 2 + πx− x+

1

2
(x, y − 1, z − π)

−x− 2(y − 1) + (z − π)
−2x

x+ (z − π)


= 2 + πx− x+

1

2
[−x2 − 2x(y − 1) + x(z − π)− 2x(y − 1) + x(z − π) + (z − π)2]

= 2 + πx− x− x2

2
− 2x(y − 1) + x(z − π) +

(z − π)2

2

Alternativ rechnet man

T (x, y, z) = f(0, 1, π) + grad f(0, 1, π)T

 x
y − 1
z − π


+

1

2!

(
fxx(0, 1, π)(x− 0)2 + 2fxy(0, 1, π)(x− 0)(y − 1)

+ 2fxz(0, 1, π)(x− 0)(z − π) + fyy(0, 1, π)(y − 1)2

+ 2fyz(0, 1, π)(y − 1)(z − π) + fzz(0, 1, π)(z − π)2
)

2 + πx− x− x2

2
− 2x(y − 1) + x(z − π) +

(z − π)2

2

Oder über Taylorreihen mit

cos(z) = −1 +
1

2
(z − π)2 + · · · , ex = 1 + x+

x2

2
+ · · ·

y2 = (y − 1)2 + 2(y − 1) + 1
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b)
fxxx = exy2 cos(z), |fxxx| ≤ 1.12 · e0.1

fxxy = 2yex cos(z), |fxxy| ≤ 2.2 · e0.1

fxxz = −exy2 sin(z), |fxxz| ≤ 1.12 · e0.1

fxyy = 2ex cos(z), |fxyy| ≤ 2e0.1

fxyz = −2exy sin(z), |fxyz| ≤ 2.2 · e0.1

fxzz = −exy2 cos(z), |fxzz| ≤ 1.12 · e0.1

fyyy = 0,
fyyz = −2ex sin(z), |fyyz| ≤ 2e0.1

fzzy = −2exy cos(z), |fyzz| ≤ 2.2 · e0.1

fzzz = exy2 sin(z), |fzzz| ≤ 1.12 · e0.1

Eine gemeinsame obere Schranke für die Beträge der dritten Ableitungen ist zum
Beispiel

C := 4.4 = 2.2 · 40.5 > 2.2 · e0.5 > 2.2 · e0.1 .

Als Schranke für den Fehler erhält man

|R2(x, y, z)| ≤ 33

3!
· C · ‖x − x 0‖3∞ ≤

9

2
· 4.4 · 0.13 =

9 · 2.2
1000

=
19.8

1000
< 0.02 .
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Aufgabe 2: [3+4+3 Punkte] Bestimmen Sie die stationären Punkte der folgenden Funktio-
nen und prüfen Sie, ob diese Minima, Maxima oder Sattelpunkte sind:

a) [Klausur 2009] f(x ) := x T A x + b T x + c mit

x :=

(
x
y

)
∈ R2 , A :=

(−1 1

3 −2

)
, b :=

(
−4
12

)
, c = 2020 ,

b) g(x, y) := x2 − xy − x+ y4

4
+ y3

3
.

c) f(x, y) := x2y2 − 6x2y + 8x2 − 4y2 + 24y + 30 .

Lösung zu 2:

a)

f(x, y) = (x, y)

(−1 1

3 −2

) (
x
y

)
+ (−4, 12)

(
x
y

)
+ 2020 = −x2+4xy−2y2−4x+12y+2020 .

fx(x, y) = −2x+ 4y − 4 = 0 ⇐⇒ x = 2y − 2.

fy(x, y) = 4x− 4y + 12 = 8y − 8− 4y + 12 = 0

⇐⇒ y = − 1 =⇒ x = − 4.

Die Hessematrix H (x, y) =

(−2 4

4 −4

)
=⇒ det(H (x, y)) = 8 − 16 < 0 ist

indefinit. Also liegt ein Sattelpunkt vor.

b) Für g erhält man ∇g(x, y) =

(
2x− y − 1
−x+ y3 + y2

)

2x− y − 1 = 0 ⇐⇒ x =
y + 1

2

−x+ y3 + y2 = −y + 1

2
+ y2(y + 1) =

(
y2 − 1

2

)
(y + 1) = 0

=⇒ y ∈ {−1,− 1√
2
,

1√
2
}

Damit erhält man drei stationäre Punkte:

P 1 =

(
0
−1

)
P 2,3 =

(
1
2
∓ 1√

8

∓ 1√
2

)
.

Für die Hessematrix rechnet man:

gxx(x, y) =2

gxy(x, y) =gyx(x, y) = −1

gyy(x, y) =3y2 + 2y
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In den Punkten P 1, P 2, P 3 erhält man die Hessematrizen

H [1] =

(
2 −1
−1 1

)
=⇒ H

[1]
11 = 2 > 0, detH [1] = 2− 1 > 0 =⇒ H [1] positiv definit,

H [2] =

(
2 −1

−1 3
2
−
√

2

)
=⇒ detH [1] = 3− 2

√
2− 1 < 0 =⇒ H [2] ist indefinit,

H [3] =

(
2 −1

−1 3
2

+
√

2

)
=⇒ H

[3]
11 = 2 > 0, detH [1] = 3 + 2

√
2− 1 > 0 =⇒ H [3] positiv definit.

In P 1 =

(
0
−1

)
und P 3 =

(
1
2

+ 1√
8

1√
2

)
liegen Minima vor. P 2 =

(
1
2
− 1√

8

− 1√
2

)
ist ein Sattelpunkt.

−1

0

1

−1.5−1−0.500.51
−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

c) f(x, y) := x2y2 − 6x2y + 8x2 − 4y2 + 24y + 30 .

fx(x, y) = 2xy2 − 12xy + 16x = 2x(y2 − 6y + 8) = 2x(y − 2)(y − 4) = 0

⇐⇒ x = 0 ∨ y = 2 ∨ y = 4.

fy(x, y) = 2x2y − 6x2 − 8y + 24 = (x2 − 4)(2y − 6) = 0

⇐⇒ x = −2 ∨ x = 2 ∨ y = 3.

Wir haben also folgende Kandidaten:

P 1 =

(
0
3

)
, P 2,3 =

(
∓2
2

)
, P 4,5 =

(
∓2
4

)
,

Für die Hessematrix rechnet man:

fxx(x, y) =2(y2 − 6y + 8)

fxy(x, y) =4x(y − 3)

fyy(x, y) =2(x2 − 4)
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Hf(0, 3) =

(
−2 0
0 −8

)
=⇒ Hf(0, 3) negativ definit, =⇒ Maximum

Hf(−2, 2) =

(
0 8
8 0

)
=⇒ p(λ) = λ2 − 64 =⇒ Hf(−2, 2) indefinit, =⇒ Sattelpunkt

Hf(2, 2) =

(
0 −8
−8 0

)
=⇒ p(λ) = λ2 − 64 =⇒ Hf(2, 2) indefinit, =⇒ Sattelpunkt

Hf(−2, 4) =

(
0 −8
−8 0

)
=⇒ p(λ) = λ2 − 64 =⇒ Sattelpunkt

Hf(2, 4) =

(
0 8
8 0

)
=⇒ p(λ) = λ2 − 64 =⇒ Sattelpunkt

Alternativ für die letzten vier Punkte: det H f(...) < 0 .

Abgabetermine: 14.12.– 18.12.20


