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fiir Studierende der Ingenieurwissenschaften

Blatt 3, Priasenzaufgaben

Aufgabe 1:

Gegeben ist die Funktion

1 1

f:D:=]- ]X[—Z,Z]%R

1 1
47 4

f(z,y) = 8cos(z +y) + sin(z —y) + 122y + 112* + 8y>.
a) Besitzt f auf D ein Minimum und ein Maximum?

b) Bestimmen Sie eine Néherung fiir ein lokales Minimum der Funktion f auf D indem
Sie das Minimum des Taylorpolynoms zweiten Grades 75 von f mit dem Entwick-
lungspunkt (xg,40)” = (0,0)T berechnen.

Hinweis: Sie brauchen fiir diese Aufgabe keine einzige Ableitung von f zu berechnen.
Benutzen Sie die Taylor-Reihen von Cosinus und Sinus.

¢) Zeigen Sie mit Hilfe von Teil b), dass der minimale Wert von f auf dem dort angege-
benem Definitionsbereich nicht kleiner als 7.5 sein kann.

d) T, ist stetig auf D . Miisste man nicht auch ein Maximum von 75 finden?

Loésungshinweise zu 1:

a) Da D abgeschlossen und beschriankt ist, und f stetig ist, besitzt f auf D ein globales
Minimum und ein globales Maximum.

b) Die polynomialen Anteile von f werden exakt wieder gegeben. Wegen
cos(z) =1 — 24 0(2Y), sin(z) = 2+ 0(z%),
erhélt man ohne lange Rechnung der Ableitungen:
Th(z,y) = 8 =4z +y)* + (x —y) + 122y + 112* + 8y°
=8+x —y+ T2° + day + 497,

gradTy(z,y) = (4o +4y +1,8y+42 - 1) =0 = 2=—=,y= —,

HT2(x,y):<144 g) 14>0AN14-8=4-4>0 =X\ >0, A>0.

Im Punkt Py = (—%, 13—6 )T liegt ein Minimum des Taylorpolynoms vor.
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c¢) Die dritten Ableitungen haben alle die Form 8sin(x 4 y) £ cos(x — y). Alle dritten
Ableitungen sind also vom Betrag kleiner oder gleich 9. Es gilt daher

ol )] < E00 <1> - 1%

3!
Somit gilt

1 11
>T2(——,3)—3:8_i_i:8__

3
> T mins Ymin) — T, =
f(x,y) = To(@min, Ymin) 16 8167 16 32 16 32

d) Da T, stetig auf dem Kompaktum D ist, und es im Inneren von D kein Maximum
gibt, muss das Maximum auf dem Rand liegen. Dieses konnte man durch die Losung
von vier Aufgaben (jeweils auf einer Kante) im R! bestimmen.
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Aufgabe 2) (Klausur 2009)

Zeigen Sie, dass durch
g(z,y) = y* - r—y-exple+y)+2 =0

in der Umgebung von Py = (—1,1) implizit eine Funktion y(z) definiert ist. Es gilt also
lokal
g(z,y) = 0 = y=f(z), f(-1)=1.

Bestimmen Sie das Taylorpolynom ersten Grades der Funktion f(x) zum Entwicklungspunkt
o = —1.

Zusatz zur Klausuraufgabe: Berechnen Sie f’(—1) mittels impliziter Differentiation.
Loésung zu Aufgabe 2) gz,y) = >z —y-exple+y)+2 =0

Fiir 9y(x,y) = 2yx —exp(z +y) —y - exp(z +y)

gilt gy(=1,1) = =2—-1—1=—44£0.

Nach denm Satz iiber implizite Funktionen gibt es daher lokal eine Funktion f mit

g(x,y) =0 = y=f(z), f(=1)=1.

Es gilt
2
) y? —yexp(z +y)
xTr) = — - = —
f'(@) 9/ 9y 2zy — exp(z +y) — yexp(x + y)
1—-1 0
f/(_l) — eXp( ) — 0
—4
und damit

Ty(z;—1) = f(=1) + f'(-D)(z+1) = 1.
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Implizites Differenzieren: Auf der Losungskurve gilt

% 9. y(2) = = (y(a)? 2 — () - exple + y(2)) +2)

dx
= 2y(2)y'(z) - @+ y(2)* — y(2)' - exp(z + y(x)) = y(z) - exp(z + y(2)) - (1 +y/(x)) = 0.
Einsetzen von x = —1 und y(—1) =1 ergibt:
=2/ (=1) + 1=y (=1) - exp(0) — exp(0) - (1 +3/(~1)) = —4y'(~1) =0.

Also f'(-1) = ¢/(—-1) = 0.
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