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Aufgabe 1) (8 Punkte )

Gegeben sei die Funktion

f : (−0.4,∞)× (−0.4,∞) → R, f(x, y) := y · e−x + ln(1 + x+ y) .

a) Bestimmen Sie das Taylorpolynom zweiten Grades T2 von f zum Entwick-
lungspunkt (x0, y0) = (0, 0) .

b) Zeigen Sie, dass für alle (x, y) ∈ D := [−0.1, 0.1]× [−0.1, 0.1] gilt:

|f(x, y)− T2(x, y)| ≤ 1

100
.

Lösung:

a) (4 Punkte)

f(x, y) = y · e−x + ln(1 + x+ y) f(0, 0) = 0
fx(x, y) = −y · e−x + 1

1+x+y
fx(0, 0) = 1

fy(x, y) = e−x + 1
1+x+y

fy(0, 0) = 2

fxx(x, y) = y · e−x − 1
(1+x+y)2

fxx(0, 0) = −1

fxy(x, y) = −e−x − 1
(1+x+y)2

fxy(0, 0) = −2

fyy(x, y) = − 1
(1+x+y)2

fyy(0, 0) = −1

T2(x, y) = x+ 2y +
1

2
(−x2 − 2 · 2xy − y2) = x+ 2y − x2

2
− 2xy − y2

2
.

b) (4 Punkte)

Für die Fehlerabschätzung berechnen wir für die Beträge aller dritten Ab-
leitungen eine, für alle (x, y) ∈ D gültige, gemeinsame obere Schranke.

| fxxx(x, y) | =
∣∣∣∣−y · e−x +

2

(1 + x+ y)3

∣∣∣∣ ≤ |y|e−x +

∣∣∣∣ 2

(1 + x+ y)3

∣∣∣∣
| fxxy(x, y) | =

∣∣∣∣e−x +
2

(1 + x+ y)3

∣∣∣∣ ≤ e−x +

∣∣∣∣ 2

(1 + x+ y)3

∣∣∣∣
| fxyy(x, y) | =

∣∣∣∣ 2

(1 + x+ y)3

∣∣∣∣
| fyyy(x, y) | =

∣∣∣∣ 2

(1 + x+ y)3

∣∣∣∣ .
Die Beträge aller dritten Ableitungen von f , in allen Punkten aus D , sind
also betragsmäßig nach oben beschränkt durch

e−x +
∣∣∣ 2
(1+x+y)3

∣∣∣ ≤ e0.1 + 2
(1−01−0.1)3 ≤ 2 + 2 · 103

83
=: C

C = 2 + 2 · 53
43

= 2 + 250
64

< 6.

Der Fehler |f(x, y)− T2(x, y)| kann wie folgt abgeschätzt werden:

|f(x, y)− T2(x, y)| ≤ 23

3!
· ‖(x, y)‖3∞ · C ≤

8

6
· 1

103
· 6 = =

8

103
<

1

100
.
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Aufgabe 2: (7 Punkte) Gegeben ist

f : R2 → R , f(x, y) := x2 − x2y +
y3

3
.

Berechnen Sie alle stationären Punkte von f und zeigen Sie, dass es mindestens
zwei Sattelpunkte gibt.

Kann es sich bei einem der stationären Punkte um ein lokales Maximum handeln?
Bitte begründen Sie Ihre Antwort.

Lösung: fx(x, y) = 2x− 2xy = 0 ⇐⇒ x = 0 ∨ y = 1. (1 Punkt)

fy(x, y) = −x2 + y2 = 0 ⇐⇒ x = ±y . (1 Punkt)

Es gibt also die drei stationären Punkte

P1 :=

(
0
0

)
, P2,3 :=

(
±1
1

)
. (1 Punkt)

Für die Hessematrix rechnet man Hf(x, y) =

(
2− 2y −2x
−2x 2y

)
. (1 Punkt)

Hf(P2,3) = Hf(±1, 1) =

(
0 ∓2
∓2 2

)
Die Determinanten dieser Matrizen sind negativ. Die Matrizen haben je einen
positiven und einen negativen Eigenwert. Es liegen zwei Sattelpunkte vor.
(2 Punkte)

Bemerkung: Wer die Eigenwerte berechnet erhält

P (λ) = −λ(2− λ)− 4 = λ2 − 2λ− 4 = (λ− 1)2 − 5 = 0 ⇐⇒ λ1,2 = 1±
√

5 .

Hf(P1) = Hf(0, 0) =

(
2 0
0 0

)
Die Matrix hat einen positiven Eigenwert und den Eigenwert Null. Es kann ein
Minimum oder ein Sattelpunkt vorliegen. Ein Maximum kann nicht vorliegen. (1
Punkt)
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Aufgabe 3: (5 Punkte)

Gegeben sind der wie folgt beschriebene Körper K ⊂ R3 und das Vektorfeld
f : R3 → R3 :

K =


xy
z

∣∣∣∣ x ∈ [1, 3], 1− x ≤ y ≤ 2 + x, x2 + y2 − 1 ≤ z ≤ x2 + y2 + 1

 ,

f (x, y, z) =

 yz + y
x(z + 1) + y
y(z + 2) + x

 .

Berechnen Sie ∫
K

div (f (x, y, z)) d(x, y, z).

Lösung:

div f (x, y, z) = (f1)x + (f2)y + (f3)z = 0 + 1 + y .(1 Punkt)

∫
K

divf(x, y, z) d(x, y, z) =

∫ 3

1

∫ 2+x

1−x

∫ x2+y2+1

x2+y2−1
(1 + y)dzdy dx [1 Punkt]

=

∫ 3

1

∫ 2+x

1−x
[(1 + y)z]x

2+y2+1
x2+y2−1 dy dx

=

∫ 3

1

∫ 2+x

1−x
2(1 + y)dy dx

=

∫ 3

1

[
(1 + y)2

]2+x

1−x =

∫ 3

1

(3 + x)2 − (2− x)2 dx

=

∫ 3

1

(9 + 6x+ x2 − 4 + 4x− x2) dx =

∫ 3

1

(5 + 10x) dx =
[
5x+ 5x2

]3
1

= 5(12− 2) = 50. [3 Punkte]


