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Hörsaalübung 5 Analysis III für Studierende der
Ingenieurwissenschaften

Transformationssatz,
Kurvenintegrale und Potentiale

Die Nutzung der Videoaufzeichnung ist eine Serviceleistung seitens der TUHH bzw. der

dozierenden Person. Aus der Nutzung bzw. Nichtnutzung können gegenüber der TUHH bzw.

der dozierenden Person keine Ansprüche hergeleitet werden.

Ohne die vorherige schriftliche Zustimmung der dozierenden Person dürfen weder die Präsen-

tation noch der darin zur Verfügung gestellte Inhalt (insbesondere auch grafische Abbildun-

gen, Audio- und Videosequenzen, HTML-Codes, Buttons und Text) kopiert, nachgedruckt,

veröffentlicht, versandt, übertragen oder in irgendeiner Weise verbreitet oder vertrieben werden.

Ausdrücklich zugelassen ist jedoch die Herstellung einer einzelnen Kopie zur ausschließlichen

persönlichen, nicht kommerziellen Verwendung , jedoch nur unter der Voraussetzung, dass

Inhalt hierdurch nicht verändert werden und alle Hinweise auf Urheberrechte, Patente, Waren-

zeichen und sonstigen Schutzrechten auch auf den hergestellten Kopien enthalten sind oder ein

entsprechender Hinweis dort eingefügt wird, sofern es sich um Ausschnitte handelt.

Es wird keine Haftung übernommen: - für den Inhalt, insbesondere für die Richtigkeit,



Vollständigkeit und Aktualität der Informationen - dafür, dass die Nutzung jederzeit ohne

Unterbrechung ermöglicht wird. - für Schäden, die durch unrichtige, unvollständige, unterblie-

bene oder zeitlich verzögerte Abruf der Aufzeichnung entstanden sind - für direkte oder indirekte

Schäden, die in Zusammenhang mit der Nutzung bzw. Nichtnutzung der Videoaufzeichnungen

stehen (könnten).

Die TUHH bzw. die dozierende Person behält sich das Recht vor, Teile des Angebots oder das

gesamte Angebot ohne gesonderte Ankündigung zu verändern, zu ergänzen, zu löschen oder

die Veröffentlichung zeitweise oder endgültig einzustellen.

Die ins Netz gestellten Kopien der Dateien sollen nur die Mitarbeit erleichtern. Ohne die

in der Veranstaltung/im Video gegebenen zusätzlichen Erläuterungen sind diese Unterlagen

unvollständig (z. Bsp. fehlen oft wesentliche Voraussetzungen). Tipp– oder Schreibfehler, die

rechtzeitig auffallen, werden nur mündlich während der Veranstaltung angesagt. Eine Korrektur

im Netz erfolgt NICHT! Eine Veröffentlichung dieser Unterlagen an anderer Stelle ist untersagt!
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Volumen, Masse, Schwerpunkt, Trägheitsmoment

D ⊂ R2 bzw R3 kompakt, meßbar, ρ(x) Massendichte

Volumen (Flächeninhalt): V =

∫
D

1 dx

Masse: M =

∫
D

ρ(x)dx

Schwerpunkt: Xs =

∫
D

ρ(x)x dx∫
D

ρ(x)dx

(komponentenweise)

Trägheitsmoment:

ΘA =

∫
D

ρ(x) r2(x) dx r(x) = Abstand zur Achse A

Beispiele für Abstände:
Abstand zur z−Achse im R3:

√
x2 + y2.

Abstand zur x−Achse im R2 :
√
y2 = |y|.
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Beispiel 1: Gegeben ist der halbe Kreisring

K : 1 ≤ x2 + y2 ≤ 4, x ≤ 0

mit der Dichte (Masse/Flächeneinheit) ρ(x, y) =
1

x2 + y2

Gesucht: Masse und den Schwerpunkt von K

Berechnung in kartesischen Koordinaten umständlich!
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In Polarkoordinaten

x = r cos(φ), y = r sin(φ)

K :

ρ(r, φ) =

Gebiet und Funktion: viel einfacher.

ABER: Koordinatenwechsel / Substitution nötig!
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Transformationssatz:

Zur Erinnerung: im R1 gilt

∫ φ(b)

φ(a)

f(x)dx =

∫ b

a

f(φ(u)) · φ′(u)du (φ′(u) 6= 0 , ∀u ∈]a, b[)

Unter den in der Vorlesung angegebenen Voraussetzungen an Φ und D und f
gilt hier:

∫
Φ(D)

f(x)d(x) =

∫
D

f(Φ(u))·|det JΦ(u)|du (|det JΦ(u)| 6= 0 , ∀u ∈ D◦)

Polarkoordinaten(
x
y

)
= Φ(u) = Φ

(
r
ϕ

)
=

(
r cos(ϕ)
r sin(ϕ)

)
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Polarkoordinaten(
x
y

)
= Φ(u) = Φ

(
r
ϕ

)
=

(
r cos(ϕ)
r sin(ϕ)

)
|det (JΦ(r, ϕ))| =

Zylinderkoordinatenxy
z

 = Φ(u) = Φ

rϕ
z

 =

r cos(ϕ)
r sin(ϕ)

z


|det (JΦ(r, ϕ))| =

∣∣∣∣∣∣ det

cos(ϕ) −r sin(ϕ) 0
sin(ϕ) r cos(ϕ) 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣ = r
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Kugelkoordinaten

xy
z

 = Φ(u) = Φ

rϕ
θ

 =

r cos(ϕ) cos(θ)
r sin(ϕ) cos(θ)

r sin(θ)


|det(JΦ(r, ϕ))| = r2 cos(θ).

r =

z =

R =

x =

y =
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Im Beispiel 1 war ρ(x, y) =
1

x2 + y2
im halben Kreisring

K : 1 ≤ x2 + y2 ≤ 4, x ≤ 0

r ∈ φ ∈

Masse =

∫
K

ρ(x, y) d(x, y) =

∫
R

1

x2 + y2
d(x, y) =

∫ ∫
1

r2
dφ dr

=

∫
1

r
[ ] dr = π

∫
1

r
dr = π [ln(r)]

2
1 = π ln(2) =: M.

Schwerpunkt (xs, ys). Klar ist ys =

xs =
1

M

∫
K

ρ(x, y)x d(x, y) =

=
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Beispiel 2:

Gegeben sei der wie folgt beschriebene Teil D einer Kugelschale:

D :=


xy
z

 ∈ R3 : 1 ≤ x2 + y2 + z2 ≤ 2 , y ≥ 0 , z2 ≤ x2 + y2

 .
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Berechnen Sie das Trägheitsmoment von D bzgl, der z–Achse bei homogener
Massendichte ρ = 2.

Hinweis: cos3(x) = 1
4 · (3 · cos(x) + cos(3x))

Lösung:)

Übergang zu Kugelkoordinaten:

Φ :


r ∈ , φ ∈ , θ ∈rφ
θ

 7→
r cosφ cos θ

r sinφ cos θ

r sin θ


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Die Determinante der Transformationsmatrix = detJΦ = r2 cos(θ)

az(x, y, z) := Abstand zur z−Achse =
√
x2 + y2.

x2 + y2 = r2 cos2(ϕ) cos2(θ) + r2 sin2(ϕ) cos2(θ) =

Θz =

∫
D

ρ · (az(x, y, z))2 d(x, y, z)

=

√
2∫

1

π/4∫
−π/4

π∫
0

2 · r2 cos2(θ) · r2 cos(θ) dϕ dθ dr

=

=2π

√
2∫

1

π/4∫
−π/4

r4 · cos3(θ) dθ dr Hinweis: cos3(x) =
3 · cos(x) + cos(3x)

4
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=2π

√
2∫

1

π/4∫
−π/4

r4 ·
(

3 cos(θ) + cos(3θ)

4

)
dθ dr

=
π

2

√
2∫

1

r4 ·
[
3 sin(θ) +

1

3
sin(3θ)

]π/4
−π/4

dr
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Potentiale

Sei D ⊂ Rn ein Gebiet. f : D → Rn Vektorfeld,

φ : D → R heißt Potential von f , wenn ∀x ∈ D:

∇ · φ(x) = gradT φ(x) = f(x)

Im R3 heißt das

φx = f1, φy = f2, φz = f3

Zur Erinnerung: rot( gradφ ) = 0 ∀C2 Funktionen φ

Es kann also nur dann ein Potential geben, wenn rot f = 0 gilt.
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Rotation des Vektorfeldes bei n=3

rot f(x, y, z) :=

(f3)y − (f2)z
(f1)z − (f3)x
(f2)x − (f1)y

 = det


e1 e2 e3

∂

∂x1

∂

∂x2

∂

∂x3
f1 f2 f3


Skalare Rotation bei n=2: rot f(x, y) := (f2)x − (f1)y

rotf 6= 0 =⇒ Es gibt kein Potential

Bemerkung: im R3 bzw. R2 gilt rotf = 0 ⇐⇒ Jf symmetrisch.

Integrabilitätsbedingung: im Rn

falls D einfach zusammenhängend: Jf symmetrisch ⇐⇒ ∃ Potential

14



Konstruktion von φ

Beispiel 1) f

xy
z

 =

3x2y2 − exz
2x3y + sin z
y cos z − ex

 ?
=

φxφy
φz



Falls φx = 3x2y2 − exz

dann φ(x, y, z) =

und φy =

andererseits φy
!
= f2 = 2x3y + sin z

=⇒ Cy(y, z)
!
=

also φ(x, y, z) = x3y2 − exz + y sin z + C̃(z)
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und φz = y cos z − ex + C̃ ′(z)

andererseits φz
!
= f3 = y cos z − ex

=⇒ C̃ ′(z)
!
= 0 =⇒ C̃(z) = k

also φ(x, y, z) = x3y2 − exz + y sin z + k k ∈ R

Beispiel 2) f

x
y

 =

 2xy +
3x2

1 + x3
· cos(y)

x2 + ln(1 + x3) · sin(y)

 ?
=

φx
φy

 , x ≥ 0

Das sieht kompliziert aus! Lohnt sich der Versuch des Integrierens?

rotf(x, y) = (f2)x − (f1)y

= 2x+
3x2

1 + x3
· sin(y)− 2x− 3x2

1 + x3
· (− sin(y))
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Beispiel 3) D = R3, f

xy
z

 =

 yz cos(x)
z sin(x) + 2y + z
y sin(x) + 2y

 ?
=

φxφy
φz



Jf(x, y, z) =


. . . . . . z cos(x) y cos(x)

z cos(x) . . . . . .

y cos(x) . . . . . .


=⇒
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Kurvenintegrale

Gegeben : Kurve c : [a, b] −→ Rn (stkw. C1)

c(a) = Anfangspunkt, c(b) = Endpunkt,

D ⊂ Rn, f : D −→ Rn Vektorfeld.

Aus 2. Semester bekannt: Kurvenintegral über skalare Funktion g : D → R1

∫
c

g(x)ds :=

∫ b

a

g(c(t)) · ‖ċ(t)‖ dt

Neu: Kurvenintegral über Vektorfeld f : D → Rn

W :=

∫
c

f(x)dx :=

∫ b

a

< f(c(t)), ċ(t) > dt

=

∫ b

a

< f(c(t)),
ċ(t)

‖ċ(t)‖
> ‖ċ(t)‖ dt

Motivation: f Kraftfeld, W Arbeit bei Bewegung eines Massepunktes von c(a)
nach c(b) längs der Kurve.
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Hauptsatz:

f = ∇ · φ = (gradφ)T =⇒
∫
c

f(x)dx = φ(c(b))− φ(c(a))

D.h. insbesondere: Kurvenintegral ist wegunabhänging und∮
c

f(x) dx = 0 ∀ geschlossenen c

Das Kraftfeld ist konservativ.
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Beispiel 1: Gegeben sei das Kraftfeld

f(x, y, z) := (2xz3 + 6y, 6x+ 2yz, 3x2z2 + αy2)T .

a) Für welche α ∈ R ist f ein konservatives Kraftfeld?

b) Berechnen Sie mit dem in Teil a) errechneten Wert von α die Arbeit, die
aufgewendet werden muss, um einen Massenpunkt entlang der Kurve

c(t) =
(

cos(πt/2), t, (4− 2t)e(t−1)2
)T

t ∈ [1, 2]

von A = c(1) nach B = c(2) zu bewegen.

Lösung:

a) Es gilt (f3)y = 2αy und (f2)z = 2y. Das Kraftfeld kann nur für α = 1
konservativ sein.
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Für α = 1 rechnet man mit

f(x, y, z) := (2xz3 + 6y, 6x+ 2yz, 3x2z2 + αy2)T
!
= (Φx, Φy, Φz ).

Φx
!
= 2xz3 + 6y =⇒

Φy = 6x+ hy(y, z)
!
= 6x+ 2yz

Φ = x2z3 + y2z + 6xy + g(z)

Φz = 3x2z2 + y2 + g′(z)
!
= 3x2z2 + y2 =⇒ g′(z) = 0 =⇒

Φ = x2z3 + y2z + 6xy +K
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b) c(t) =
(

cos(πt/2), t, (4− 2t)e(t−1)2
)T

t ∈ [1, 2]

Φ = x2z3 + y2z + 6xy +K

Im Kraftfeld von A = c(1) nach B = c(2) bewegen:

A = c(1) =

 cos(π/2)
1

(4− 2)e(1−1)2

 =

0
1
2

 ,

B = c(2) =

 cos(2π/2)
2

(4− 4)e(2−1)2

 =

−1
2
0

 .

∫
c

f(x, y, z) d(x, y, z) =

=
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Beispiel 2:

Gegeben f : R3 → R3, und die Kurve c:

f

xy
z

 =

 y2

x+ 1
z + 1

 c : [0, 1] → R3, c(t) =

 t
t2

t2



Berechnen Sie

∫
c

fdx .

Lösung:

∂f1

∂y
= 2y 6= ∂f2

∂x
= 1 =⇒ es gibt kein Potential. Zu berechnen

23



∫
c

fdx =

∫ 1

0

< f(c(t)), ċ(t) > dt , f (x, y, z)T = (y2, x+ 1, z + 1)T .

c(t) =

 t
t2

t2

 ċ(t) =

f

xy
z

 =

 y2

x+ 1
z + 1

 f(c(t)) = f

 t
t2

t2

 =

< f(c(t)), ċ(t) >=

∫
c

fdx =

∫ 1

0

( t4 + 2t2 + 2t+ 2t3 + 2t )dt

=

∫ 1

0

( t4 + 2t3 + 2t2 + 4t )dt =
1

5
+

2

4
+

2

3
+ 4 =

101

30
.
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