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Taylorpolynome

Zur Erinnerung: f: D — R, D C R™ konvex, xg € D
To(x) = f(xo)
Ti(z) = f(xo) + grad f(xo)(x — o)

Also Ty + > aller ersten Ableitungen x entsprechender Schrittweiten.

Ty() = Ti(@) + o (@ — o) Hf (o) (@ — x0)

= f(xo) + grad f(xo) - (x — o) + % (& —x0)" Hf(x0) (x — o)

1
Also T5 = T + o1 > 2-te Ableitungen X entsprechende Schrittweiten.



D C RBZ r = (:Eyy)z)Ta Lo = (x07y07ZO)T7

T()(CE, Yy, Z) — f(ZUO) Yo, ZO) ’
Ti(x,y, z) = f(xo, Yo, 20) + < grad f(=xo, Yo, 20), (x — xo) >

o X0 o o
= f <y0> + fa (y()) (x — o) + fy <y0> (y —yo) + [ <y0> (z — 20) -
20 20 20 20

T

1 r — X r — X
Tz(w,y,Z)=T1(x,y,Z)+5 y—1yo | Hf(xo,y0,20) | ¥ — yo

Z — 20 Z — 20

= Ti(x,y) + % [fa:a;(fEO, Yo, 20) (. — x0)° + 2 fzy (0, Yo, 20)(z — x0) (Y — Yo)
+ 2- facz(xm Yo, ZO)(‘T o CBO)(Z o ZO) + fyy(mo’ Yo, ZO)(y N y0)2

+2 - fy=(2o, Yo, 20) (¥ — yo) (2 — 2z0) + f22(T0, Yo, 20) (2 — ZO)Z]



Im R” :
Ts(x,y) = Tao(x,y) + 51 > 3-te Ableitungen in (zg) X entsprechende Schrittweiten. Im R?

Ts(z,y) = Ta(x, y) + % [(3) foaa (:1;0) (z — m0)” + G) fray <§2> (z — x0)*(y — vo)

Yo

(“;’) Foyy (zS) (z — z0)(y — vo)” + @) Fyyy (iz) (y — yo)?’]

Fehler:



3
Fl2,y) = To(m,y)| < 5-22-C- () = G|

Mit C' = Obere Schranke fiir Betrage aller dritten Ableitungen in allen Zwi-
schenstellen.



Allgemein: f(x) = T,,(x; xg) + Rn(x; x0) .
Bemerkung: n = Dimension des Raumes = 3 n” "verschiedene,, k—te Ableitungen

Finde C' := gemeinsame obere Schranke fiir die Betrage aller Ableitungen der
Ordnung m + 1 in allen Punkten x + 0(x — xq), 6 € [0,1]

m—+1

R (3.0) | < oyl — ol C

n: Dimension des Raumes
m: Grad des Taylorpolynoms

C' := gemeinsame obere Schranke fiir die Betrdge aller Ableitungen der Ord-
nung m + 1 in allen Punkten « + 0(x — xy), 6 € [0, 1]

Beachte: Fehlerabschatzung (fast) immer nur lokal moglich!



Beispiel: Gesucht Taylorpolynom zweiten Grades von
F(2,y,2) = sin(z +y) + ze” ¥ —

flx,y,z) =sin(z +y) + xe* ¥ —
fo(z,y,2) = cos(x + y) + e* 7Y,

fy(z,y,2) = cos(z +y) —ze* Y 41,
folx,y,2z) =xe* Y — 2z,

o SiIl(.CU + y)7

—sin(x +y) — e* 7Y,

z2+y
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Tow,y,2) = f(—7 50 ) + fol= 5, 7 ) (@ = (= 1)
tf DW= P F e DE =D
1 T T T T T T
t 3 faz(— 17 Z)(x— (——)) + 2 fay(— RV Z)(w— (——))(y——)
+ 2 fulg P = (CNE - D+ ful-7 1 Pl — )
+2- el D - PE - D+ fal-g 1 E -

Fehlerabschatzung fiir Ry(x, vy, 2) := f(x,y, 2)

— To(x,y, z) fir

z— (=3) < 0.1,y € [-0.08+7,0.05+ ], 2 €

m—|—1

Allgemeine Formel: |R,,(z; xg)| < (m+1),Hw

_woloo

—0.1+%,0.07 + %]

m—l—lC



m := Grad des Polynoms, n := Dimension des Raumes

C' := gemeinsame obere Schranke fiir die Betrage aller Ableitungen der Ordnung
m + 1 zwischen (g, 10)? und (z,y)?.
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fewa(2,y, 2)
foay(T,y, 2)
foaz(,y,2)
j}yy(x,y,z)
foy=(T,9, 2)
foza(2,y, 2)
fbyy(x,y,Z)
fyyz (xv Y, Z)
szth,yvz)
fozz(,y, 2)

—cos(x +y) —xe* ™Y
re* Y|
— xe” 7Y

re* Y|
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Extrema ohne Nebenbedingungen:

Extrema : Sammelbegiff fiir Minima und Maxima
DcCcR" f:D—>R
Lokales Minimum bzw. Maximum in x : es gibt Umgebung U von xy mit

f(@) = f(mo) bzw. f(2) < f(me) VaeU

Globales Minimum bzw. Maximum in xg :

f(x) = f(xo) bzw. f(x) < f(xo) Vaxe D

Existenz von globalem Minimum und Maximum gesichert, fall D kompakt
(abgeschlossen und beschrankt) und f stetig!

Striktes Maximum /Minimum, wenn oben < bzw. > durch < bzw. > ersetzt
werden kann.
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NOTWENDIGE BEDINGUNG FUR EXTREMA IN D°

grad f(zo) = 0

entspricht im eindimensionalen f'(xg) = 0.

Wird sofort klar mit:

f(xog+ hv) = f(xo) + < grad f(xp), hv > —I—%thHf(ato + 0hv)hv
= f(zo) + < grad f(xo), hv > + O(h?)
f(xg — hv) = f(xg) — < grad f(xp), hv > +%thHf(a;o + 6hv)hv

= f(@o) — < grad f(wo), hv > +O(h?)

Achtung: Randpunkte gesondert betrachten!
Beispiel: f(z) =2% D=[-1,2], fl(z) =0 = 2 =0

Minimum in Null. Intervall kompakt. Wo bleibt das Maximum?
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Analoges gilt im Fall D C R™; n > 1.

Punkte mit grad f(axg) = 0 werden auch stationdare Punkte genannt.

Im eindimensionalen:
f'(x0) =0, f"(zg) < 0: Maximum, f'(zg) =0, f"(x¢) > 0: Minimum

Im mehrdimensionalen: Typ des stationdren Punktes (Maximum/Minimum/
Sattelpunkt): abhidngig von den Vorzeichen der Eigenwerte der Hessematrix

H f(xo)

Denn im stationdren Punkt gilt grad f(xy) = 0 und

f(xo £ hv) = f(xo) + < grad f(xg), hv > +%h v H f(x¢ + 0hv)hv
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Fiir stationdre Punkte mit grad f(xg) = 0 gilt

EW'e von H f(x) Typ
Alle EW'e > 0 Minimum
Alle EW'e < 0 Maximum
Alle EW'e > 0
AN #0 Minimum oder Sattel
Alle EW'e < 0
AN #0 Maximum oder Sattel
AN <OATA >0 Sattelpunkt
Alle EW'e = 0 keine Klassifikation mit
dieser Methode moglich




Beispiele:

Bestimmen Sie die stationdren Punkte der folgenden Funktionen und priifen
Sie, ob diese Sattelpunkte oder (lokale/globale) Minima oder Maxima sind:

) f(x) = 2T Az + b'x + ¢ mit

_ (= 2 _ (2 —1 _ (1 _
(e am(h T e (). e
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i) h(z,y) := 2>+ 3> — 3y
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Tipps zu Teil ¢ Aufgabe 2 Hausaufgaben:

Komponenten vom Gradienten in Faktoren zerlegen.

fx:()

und

fy:O

Falle AANC oder AND oder BAC oder BAD

Hessematrix fiir jeden Kandidaten priifen!
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Noch ein Beispiel/ Taylor iiber Reihen

a) Bestimmen Sie eine Ndherung fiir ein lokales Minimum der Funktion

folegglxl-g 4] 2 R

flz,y) = 42® + 2y + 4y* + sin(z — y)

~

indem Sie ein Minimum (CE) des Taylorpolynoms zweiten Grades 15 von f

Y
mit dem Entwicklungspunkt (0,0)" berechnen.

b) Schitzen Sie den Betrag des Restglieds Ry in dem errechneten Punkt

g mit Hilfe der Restgliedformel von Lagrange ab und berechnen Sie
grad f(z,y ).
c) Zeigen Sie, dass der minimale Wert von f auf dem oben angegebenem
Definitionsbereich nicht kleiner als — -% sein kann.

49
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LOosung:

a) Taylorpolynom 2. Grades: polynomiale Ausdriicke bis zum Grad 2 werden
exakt wiedergegeben.

Fiir den Sinusterm liest man das Taylorpolynom zweiten Grades aus der
Reihenentwicklung ab:

sin(z —y) = (z —y) — (z —y)° . (z — y)°

3! 5!
ab und erhalt fir f

:I: o« o

To(z,y) = 4a® + zy + 49° + (z — y)

und damit
gradTo(x,y) = Bx+y+1, 8y+x—1)
grad Ty(z,y) =0 <= y=—-1—8r und 8(-1—-8x)+x—1=0

20



To (—%, 1) = —2 = —0,142857 - - -.

m-+1

b) |Run(20)| < (el — o[ 221C

Alle dritten Ableitungen haben die Form + cos(x — v).

Gemeinsame obere Schranke fiir die Betrage der dritten Ableitungen: C' = 1.

(5 3) =5 1(0)- )

Tatsichlich gilt |f (—%,2) — 1> (—%,3)| ~ 0.0038714.

3

=

< 0.00389

T 2149

oo
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11y _ (—14cos(=2/7)\ _ (—0.0405---
grad/ ( & 7) B ( 1 —cos(—2/7) ) — \ 0.0405---
c) Auf dem angegebenem Definitionsbereich gilt

1-23 /1\° 1
< — = —

Fiir den minimalen Wert der Funktion gilt daher

1 1 1 1
f(CUman, ymz’n) > Th (xmina ymin)__

)
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Satz tiber implizite Funktionen

SeiDC R” g: D— R™, m < n, gsei C* Funktion, k& > 1.

Gesucht : Losungen von g =0

m Gleichungen, n Unbekannte. Mehr Variablen als Gleichungen.

Frage: kann man die eine oder andere Variable eliminieren? Wenn ja, welche?

Einfaches Beispiel 1: g(z,y) =2° —y=0 = z =+ /y

Eindeutige Auflésung nach x global nicht moglich.
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Was passiert lokal? Also in einzelnen Punkten.

(0, 70)T = (3,9)1" : In der N3he dieses Punktes gilt

r=9g(y) =Yy

(z0,1y0)% = (—=2,4)" : In der Nihe dieses Punktes gilt

r=g(y) = —VY

(20,70)T := (0,0)T" : In der Nihe dieses Punktes ist

keine eindeutige Auflosbarkeit gegeben! Hier ist g, = 2x = 0.

24



Noch ein Beispiel: g(z,y) = 2% + y° — 25 = 0 beschreibt einen Kreis mit

Radius 5 um Null.

Global kann man keine Variable eliminieren.

.. Lo o 4 .
In der Nahe von (yo) = (3) gilt

r = g(y) := /25 — y? oder auch y = h(zx) := /25 — 2

. iy o 0 .
In der Nahe von (yo) = (5> gilt

y = h(z) := /25 — 22

Eine Auflosung nach x ist nicht moglich. Hier ist wieder g, = 2z = 0.

. iy 5 .
In der Nahe vo — It
n der von (yo) (0> g

= g(y) = /25 — 3

Eine Auflésung nach y ist nicht moglich. Hier ist g, = 2y = 0.

Auskunft iiber den allgemeinen Fall gibt der

25



SATZ: Sei D C R*, g: D — R™. m < n, g sei C* Funktion, k& > 1,
xcR" ™ ycR™

Yo
gi 88&
ag yl ym
Jgy = =— = ; : s regular
Y Oy O9m ... Ogm
8:yl 8ym

—> 3 lokal genau ein f mit f(xo) = ¥y, g(x,y) =0 <=y = f(x).

. . . B dg -1 dg
f ist C*—Funktion mit  Jf(x) = — (@> (8—:13) (x,y(x)).

Im Bsp. 2 oben: g(z,y) = 22+ y* — 25. Gilt nahe (4,3): y = /25 — 22 = f(x)

—2x o 2x

DO | =

f'(z) =

26



Beispiel 2:  g(z,y) := 2% + y* + 8xy = 0, (z0,y0)! == (2,-2)1 .

Fragen:

e g(x,y) in der Nihe von (zg,90)? nach y aufglésbar?

D.h. : Gibt es lokal Funktion f(x) mit f(2) = —2 und
9(x,y) =0 <= y = f(x)?

e Kann man y explizit angeben?

e Wenn nicht: Naherung z.B. durch Taylorpolynom zweiten Grades der Funk-
tion g zum Entwicklungspunkt xg = 27

e Wie gut ist T5? Graphischer Vergleich.

27



Antworten: ( g(x,y) == a2* +y* +8xy=0)

3 T
o Jg(z,y) = ng igz) — Jg(2,-2) = (32—16 —32+16) —

In der N3he von (2, —2)%" kann man nach y oder nach z auflésen.

e Allerding nicht explizit!

Man kann aber lokal die Funktion f durch Taylorpolynome nahern.
o DN(2;2)=f(2)+ f(2)(x—2)+51"(2)(z—2)°
Wir brauchen noch : f/(2), f”(2). Nach Satz:

423 + 8y 16
_ —
4y3 4 8x

f,(x) = _g:c/gy —

28



Alternativ :

implizites Differenzieren

g'(z,y(x)) =
= (42° 4+ 8y) + (4y° +8z)y’ =0
43 + 8y
— / = — / 2 — 1

9" (z,y(z)) =

Einsetzen: z =2, y(2) = -2, ¢/ (2) =1

0= g”(Q, y(z)) —

— ¢y"(2) = 7.

Ty(w:2) = y(2) + /()@ — 2) + 53/ (2)(x — 2)°
:—z+@—ay+;x—m2

29



X=1:.01:3 ; Y=-3:.2:-1;
[x,y]=meshgrid(X,Y);

z= X.74 + y. 4+8*x.*y ;

hold on

contour(x,y,z, [0 0],’b?)

t1=-2+ (X-2); plot(X,t1,’g’)
t2=t1+(7/2)*(X-2)."2; plot(X,t2,’r’)
xlabel (’x’)

ylabel(’y’)

title(’x.74 + y. 4+8*x.*xy = 0’)
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