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Jacobi-Matrizen

Sei f:D—R™, D c R™ und

' fi(z)
o || e b g [ R@ | (T
@) M)

f ist stetig/part.diffbar/stetig part.diffbar <= Jede Komponente f; von f
ist stetig/part.diffbar/stetig part.diffbar. Die Definition der Differenzierbarkeit
kann wortlich libertragen werden.

Im Falle der Existenz definiert man die Ableitugs-/Jacobi-Matrix von f:

Si(w) @) ... i)
grad f1(x) : : : =

Jr@ = . =] L@
grad fn () -

8m: am: : 8m:
Ofn(g) Om(z) ... a{;n(m))



fi(x) 2x + 3yz
Beispiel Al: f(z,y,2) = | fo(z) | == | y? + 2°
f3<$) ZCQ —+ 2y

Jf(x) =

Im Fall m = n: Funktionaldeterminante von f := det J f(x)
Wichtig bei Koordinatentransformation!
Im obigen Beispiel:

[ Jf(z,y,2)| == det J f(z,y, z) = det



Kettenregel: D CR", f: D - R™, g: f(D) — R*
— go f: D — RFE A

J(go f)(x)=Jg(f(x)) Jf(x).

Beispiel A2: f(z,y) == cos(z)e?, g(t) = (2t%,1+ 1)

h(xvy) = g(f(way)) —4go f(xvy) —

Nattrlich kann man hier direkt ableiten

J(go f)(z,y)) =



Alternativ: Kettenregel

f(x,y) = cos(x)e® = Jf(z,y)) =

gt) = (2t3,1+1t) = Jg(t)) =

Jh(z,y)) =

Jh(z,y) = J(go f)(z,y)) = Jg(f(x)) - Jf(x) =



Wichtiges Beispiel: Ls(t, z(t), y(t))
Sei wie oben z(t) = 2t%, y(t) = 1+t
Definiere g : t — (¢, z(t), y(t))

S : (t,x,y) — s(t,z,y)

Zum Beispiel: s(t,x,y) = tx + t*yz?
Dann ist mit f(t) = sog(?) :

Es(t,x(t),y(t) = Fsog(t) = Js(g(t)) - Jg(t)
Js(t,a:,y) — (Staswvsy)v Jg(t) — (l,iij(t),y(t))T

1
Ls(t,2(t), y()) = (50,505y) - (:f;(t))



In unserem Beispiel: g(t) = (¢, x(t),y(t)) = (¢,2t%,1+¢t)
o(t) = (2t?); = 4t, y(t) = (1+1t); =1
s(t,z,y) = tx + t*yx?

%s(t,x,y) = 5 = (t:z:—l—toxQ)t —
Sy = (tz + toZEQ)x = Sy = (tx + t2yaz2)y =

Ls(t,z(t),y(t) = st + 8p- &+ 8y Y



Richtungsableitungen
Letzte HU: Ableitung einer Funktion D C R"™, f : D — R in Richtung der 1., 2., 3, ... Koordinate.
Jetzt allgemeiner: Sei a € R" : ||la|| =1 und xy € D.

Frage: Wie andert sich der Wert von f, wenn ich von @&y aus ein wenig in
Richtung a gehe?

f(xg + ha) = f(xg)+7 heR, xg+th-a € D,Vte|0,1]
Definiere: Richtungsableitung von f in Richtung a bei x|

— Anderungsrate von f in Richtung a

Da,f(wo) = %f(wO) P }lbli% f(mO + h(;;) — f($0>

Ist Da f (@) positiv, so werden die Funktionswerte ausgehend von xy bei einem hinreichend
kleinen positiven Schritt in Richtung a groBer. (Anstiegs- / Aufstiegsrichtung)



Ist Da f (o) negativ, so werden die Funktionswerte ausgehend von x( bei einem hinreichend

kleinen positiven Schritt in Richtung a kleiner. (Abstiegsrichtung)

Vorlesung:

oa

9_f(xo) = Daf(xog) =< grad f(zo) -a >.

Beweis: Kettenregel. Siehe Vorlesung:

Setze: g(h) := x9+ ha, g:R — R"
und z(h) := f(g(h), z:R —R.

Dann ist
xo,1 + hai a1
g(hy= | 2 TR — Jey= || = a
Ton + hay Ay,

und im Falle der Existenz nach Kettenregel:

o f(®0) = Daf(®o) = J(f(g(0)) - Jg(0) = grad f(=0) - a.
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Konkretes Beispiel: f(x,y) = z° + y°.

e Fira=—(1,1)", zy = (2,1)" gilt:

Da f(xo) = grad f(xo) - a

= (202l 50 = 542 () = L6 = 3v2.

a ist in g lokal eine Aufstiegsrichtung
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o Firu= %(—1, DT xg = (2,1) gilt:

Dy f(x0) = grad f(xo)" - u = %(47 2) - (_11) = —V2.

u ist in &y eine Abstiegsrichtung.
flz,y) =2*+y*,  u=_5(-1,1)7
Wert in xqg: also f(2,1) = 5

Wert in & = x¢ + 2V 2u =

£(0,3) = 9.

Wie geht das denn? u war doch Abstiegsrichtung!
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Zu H1: Analog zu Hohenlinien im R? definiert man fiir x € R? die Niveau-
menge/Niveaufliche N0 eines Punktes x als die Menge der Punkte, die den
gleichen Funktionswert haben, wie x:

Nz, ={z € R* : f(z) = f(z0)}
Beispiel: f(x,y,2) = In(z? + y? + 22).

Niveauflachen: Kugelschalen um Null

Gleichung fiir Niveauflache in g = (4, 3,12)
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Taylorpolynome

Zur Erinnerung: f:R® - R z.B. f: (z,y,2)! — f(z,y, 2)

Erste partielle Ableitungen —— > Gradient von f

grad f($) = (f:m(w)a 7fa:n($)>

In unserem Beispiel also mit « = (x,y, 2)*

grad f(xo,%0,20) = (f2(T0,¥0,20), fy(Z0, Y0, 20) , f2(T0, Yo, 20))
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Hessematrix von f:
Matrix der zweiten Ableitungen H;j(z,y) = fu;z,

In unserem Beispiel also mit « = (x,y, 2)*

fa:a:(wO;yO,ZO) f$y<x07y0720>
Hf((:co,yo,zo)) = fyx(3707y0720) fyy(ZEanO)ZO)
fzx($07y0720> fzy(io,yo,zo)

f 2-mal stetig diff.bar = Hessematrix ist symmetrisch!

fmz<x07 Yo, ZO)
fyz(x(% Yo, ZO)
fzz(x()a Yo, ZO)
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Noch mehr Erinnerungen: im R! :
Taylorpolynom 0.ten Grades mit Entwicklungspunkt xq: Ty(z) = f(x0)
Taylorpolynom 1.ten Grades mit Entwicklungspunkt x:

Th(z) = f(zo) + f'(x0)(x — @o) = To(x) + f'(z0)(x — @o)

Taylorpolynom 2.ten Grades:

Ty(w) = (o) + I'(ao) (@ = 20) + 51 1" (@) (& — o)

= Ti(e) + o o)z — 20)°
= Ty(@) + 53 (z — 0) f"(20)(x — 7o)

NEU: im R" : Entwickle f(g(h)), g(h) := oo + h(x — ()
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Ti(z,y) = f(xo,y0) + grad f(xo,yo) - (T — o) =
= f(xo,y0) + fz(x0, y0)(x — ®0) + fy(T0,Y0) (¥ — vo)

D C R?: analog:

T1($7y7 Z) — f(x()a Yo, ZO)
+ f2(20, Y0, 20)(z — o) + fy(x0, Yo, 20) (¥ — Yo) + f=(z0, Yo, 20) (2 — 20)

Also Ty + > aller ersten Ableitungen x entsprechender Schrittweiten.
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Tr(z,y) = Ti(z,y) + % (x - %)T (fa:x(:voayo) fa:y(ilfoayo)> (af — ﬂUo)

Y—1Yo fya;(ion yo) fyy(an yo) Y—1Yo

1

= T1($,y) + o1 [fm(wo,yo)(iﬁ — 370)2 + fxy(manO)(x - xO)(y — QO)

+ fya (20, 90) (Y — Y0) (@ — T0) + Ffyu(T0,%0) (Y — Y0)?]
Also T5 = T + %Z 2-te Ableitungen X entsprechende Schrittweiten.
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Fiir C?—Funktionen gilt f,, = f,» und damit

Tr(z,y) = f(zo,y0) + fz(zo,y0)(® — T0) + fy(@0,Y0)(y — Yo)
+ - [fww(x07y0)(w —20)” + 2fuy(x0,90)(y — yo)(x — o)

2!
+ fyy(wm yO)(y - 90)2}

Beachtet man noch:

@) ) @) e —2!2)!2! - G) e —2!1)!1! =2

so kann man 75 auch schreiben als:

Ty(z,y) = Ti(z,y) + % [@) fra (0, Yo) (z — x0)”

+ G) fay(x0, yo)(x — z0)(y — yo) + (g) Fyy (0, Yo) (y — yo)Q}
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Beispiel: f(z,y) : z° 4+ y° + sin(z — y), (0, y0) = (0,0)
To(z,y) =
fo(z,y) =
fy(z,y) =
Ti(z,y) =
foa(z,y) =
foy(z,y) =
fya(z,y) =
fyy(z, ) =
Iy(z,y) =

Und der Fehler |f(xz,y) — Ta(x,y)|?
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ImR' :

1 111 3
Ts(z) = To(z) + 5 f (@o)(z — w0)
und Fehlerabschatzung:

111

£(2) = To(@)| = |4 " (e)(@ — z0)?]
Im R? :
Ts(z,y) = To(x,y) + 37 »_ 3-te Ableitungen in (5;8) X entsprechende Schrittweiten.

Wie viele dritte Ableitungen gibt es?
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T5(z,y) = Ta(z,y) + % Ké) fraa @2) (z — m0)” + (?) Fowy (ij) (z — x0)*(y — vo)
(g) Foyy (iz) (z — m0)(y — w0)” + @) Fyyy (zz) (y — yo)?’]

Fehler:

Also
o - el

Mit C' = Obere Schranke fiir Betrage aller dritten Ableitungen in allen Zwischenstellen.

f(z,y) — Tao(z,y)| < 4 -2 C- ’
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Beispiel: f(x,y) : * + y* + sin(z — v), (o0, yo) = (0,0)
Sei Fehler gesucht fiir —0.5 < x < 0.5und —04 < y < 04
foa(,y) = 2 — sin(z — y)

foy(z,y) = sin(x — y)

fyz(z,y) = sin(x — y)

fuy(z,y) = 2 —sin(xz — y)

Dritte Ableitungen:

| Betrage der 3. Ableitungen | =

1f(z,y) — Ta(z, )]
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Divergenz und Rotation

Gegeben: Vektorfeld f : D — R", D C R". D.h.

L1 fl(ajla L2, =
.f £U:2 _ f2(961, 962,: ot
Ln f”(xla L2, * ",
Dann definiert man
n
Divergenz von f : div f(z1, - ,x,) = Z

k=1

Tn)
Tn)

Tn)

—(xla"' ,CUn)

8a:k

0 f1

£(2) = (o m) e dvia) = S )

o
+ a—f@“’ )
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x f1<$, Y, Z)
n=3: f Yy — f2<£C, Y, Z) ’
z fs(x, y, 2)

: of o f of
div f(2,9.2) = (@, y, 2) + @y 2) + 2@y, 2)

Bei Stromungs- / FluBproblemen: Quelldichte

Im Fall n = 3 definiert man noch die Rotation bzw. Wirbeldichte

%(CE Y, Z) T %(CIj Y, Z)\

Yy

ot f(a,y,2) = | Diia,y, 2) - %@; v, 2)
8f2 8]"1

k—(w Y, 2) — —(:U Y, Z))



Ebene Stromungen kénnen in den R? eingebettet weden: n=2

£ fl(xa y)
L fl(aja y)> .
— —> = €T,
! <y> (fz(:v, y) ! Z f2(0 )
~ o 0
Fiir f erhdlt man die Rotation: (0, O, 2(w, y) — ON
ox Oy
abkiirzend fiir n = 2:
0 f2 0 f1
rotf(:v,y) — —(xa y) T —<337 y)
Ox oy
Spater: Potentiale, Arbeitsintegrale, etc.
Beispiel:
Gegeben das Geschwindigkeitsfeld
x
_ Ul(xa y) _ eﬁ
v = (M0 = | Y] @wzoo
r2

einer zweidimensionalen Stromung. Mit 7 = /22 4 y2 sowie € € R™.

(x, y))'. Man schreibt daher
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Berechnen Sie die Quelldichte div (v) und die Wirbeldichte rot (v)

x ) 4y — 2z - x y? — x°
= €

(:1;2 i y2)2 o e(xz i yz)z

2% — o2

e(xQ + y2)2

(v2)y =

und damit div (u,v) = (v1)y + (v2), = 0.

—2 —2
(v1)y = € 7 2 (v1)s = € 5 $y2 2
(2 + y?) (z2 + y?)

und damit rot (u, v) = (v2)z — (v1)y-
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