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Funktionen f : R" — R™
Hohenlinien, partielle Ableitungen, Gradienten, héhere Ableitungen,
Hesse-Matrix
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Analysis Il (ANA) / Differentialgleichungen | (DGL)

Organisation /Horsaaliibung: Hanna Peywand Kiani
Bei Fragen: 040 428384940 / StudIP / e-mail

Informationen zum Ablauf von Mathe lll: Info Mathe Il

Ubungen: Im wochentl. Wechsel DGL/ANA. Informationen unter:

Info Ubungen
Anmelddung erforderlich!

Horsaaliibungen: im wochentl. Wechsel ANA/DGL
Briicke zwischen Vorlesung und Ubung

Problem: HU Dienstag vor Vorlesungen Do/Fr und nur 10 Ubungswochen statt
13.

Klausur: modular DGL / ANA, Aufgaben iiberwiegend wie Ubungen

Matlab: Sehr niitzlich in Mathe Il und spater fiir Sie!


https://www.math.uni-hamburg.de/teaching/export/tuhh/index.html
https://www.math.uni-hamburg.de/teaching/export/tuhh/cm/a3/2021/info-m3_uebung20.pdf

Analysis lll: Funktionen f: D — R™ D CR"

Was wir schon kennen:

e f:D— R, DC R (Analysis III).

o f:D— R™ D C R", flinear, also x — Ax (Lineare Algebra I,I1).

e f:[a,b] > R™, Kurve (Analysis Il).

Ana Ill: beliebiges n und m. Urbild meist 2 oder 3-dimensional



Zur Erinnerung: Kurve = stetige Funktion ¢ : [a,b] — R™,

[ “Eti\ ()

c(t)y = | ety = | W0

\Cmi(t)) \émi(t))

Mit ¢ gerechnet: Lange, Masse, Tragheitsmoment, etc.

Mit Ableitungen in Ana | gerechnet: Minimum, Maximum, poly-
nomiale Ndherung (Taylor), - - -

Was ist aber die Ableitung wenn Urbild mehrdimensional?

Wie kann man sich so eine Funktion vorstellen?



Zunichst DCR?, f: D — R

Beispiele:
Temperatur an einzelnen Punkten einer Herdplatte,

Fiir ein Stiick der Erde (ndherungsweise eben, also Erdkriimmung
vernachlassigt) Hohe iiber dem Meeresspiegel oder Luftdruck.

Wie kann man das veranschaulichen?



Veranschaulichung:

e Als Fliche (z,y, f(z,y))? € R3 (Modell einer Landschaft)

fa(x,y) = cos(2my) sin(wx)
oder

e Mit Hilfe von Hohenlinien = Kurven auf denen f konstant ist.
Bekannte Beispiele: Hohe iiber dem Meeresspiegel, Aquipotential-
linien, lIsobaren

Isobaren


https://www.dwd.de/DE/leistungen/hobbymet_wk_europa/hobbyeuropakarten.html

Beispiel 1: z = f(x,y) = exp (—(x2 =+ y2)) 7

Hohenlinien:
exp (— (2 +9?)) = K <= —(2? +y*) = In(K) =

f(y)=exp(-C-y)

Abbildung 1: Hohenlinien : manuell eingetragen



Beispiel 2: 2 = f(x,y) = 422 + 99~

Und was, wenn es komplizierter wird?
Aus 1D bekannt: Lineare Interpolation



Ziel: Veranschaulichung/Auswertung einer Funktion z = f(x,y)
auf einem z,y Gitter mit x— bzw. y—Unterteilung :

x:xo, o+ h,xro+2h,---, 2, hierxg=-1,h=0.5,z2,=1

y:y07y0+kay0+2k7'”7ym hieryOZ_Zak:O'5aym:2

-0.5 0 0.5
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Es folgen Ausgewdhlte MATLAB Befehle
Alternativ: ez-Befehle, zum Beispiel ezsurf, ezplot etc. Informieren
Sie sich bei Bedarf mittels help ezsurf, help ezplot, etc.

MATLAB-Befehle:

>> x=[-1 : 0.5 : 1] ; Hier wird ein x bzw.
>> y=[-2 : 0.5 : 2] ; y-Vektor erzeugt

Die Funktionswerte sollen fiir jede Kombination der x, y—Werte
berechnet und geplottet werden. Das geht einfach mit:

>> [X,Y]=meshgrid(x,y); Hier wird ein Gitter von
X,y—-Werten erzeugt
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Funktionsauswertung:
>> z = 4xX.xX + 9%Y.xY;

Beachten Sie die Vektoroperation : ok
MATLAB muss schon wissen, dass komponentenweise multipliziert
werden soll!!
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Veranschaulichung als Netz
Befehlsfolge:

>>

hold on

x=[-2 : .2 : 2];

y=[-2 : .2 : 2];

[X,Y] = meshgrid(x,y);

z=4xX."2 + 9%Y."2;

mesh(X,Y,z)

60

50

40+

30+
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Veranschaulichung als Flache

Befehlsfolge:

>>

hold on

x=[-2 : .2 : 2];

y=[-2 : .2 : 2];

[X,Y] = meshgrid(x,y);

z=4xX."2 + 9%Y."2;

surf (X,Y,z)
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Hohenlinien

a) contour(X,Y,z,30) : Es werden 30 Hohenlinien gezeichnet
b) Die Befehlsfolge

>>cs=contour (X,Y,z,20);

>>clabel (cs, ’manual’);

bewirkt das plotten von 20 Hohenlinien, die man mit der Maus
anfahren kann. An den angeklickten Hohenlinien werden die
Werte von f angegeben. In unserem Beispiel bleibt zunachst der
mittlere Bereich des Bildes leer. Die Hohenlinie zu 0.5 wurde
nachtraglich eingefiigt (s.unten).
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c) Der Befehl
>> contour(X,Y,z,[.5 .5]);

Bewirkt das Zeichnen der Hohenlinie C' := {(i) : fx,y) = 0.5}.
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Stetigkeit und Differenzierbarkeit

Frage: Wie andern sich die Funktionswerte, wenn ich an einer
oder an mehreren Variablen wackle?

Gegeben: Funktion f : D — R, D CR"
Stetigkeit: wie im R?, siehe Vorlesung!

Kurzform: Fiir jede Folge (xy)ren aus D

lim xp, =x = lim f(x;) = f(x).
k— o0 k— o0
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Differenzierbarkeit im R!: Stichworte

Tangentensteigung,

Hinreichend gute Approximierbarkeit durch lineare Funktionen

Anderungsrate: Wie stark dndert sich der Wert von f bei Anderung
von t?

ft + At) — f(t)
At
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/ heiBt partiell differenzierbar nach z; in £ € D, wenn

[ =) /2\\

L2
. flx+he;) — fle) .1 1 i1
1 — lim — J _ j
AL 2 v IR IR A
Li+1 Lj+1

e ) L))

existiert. Im Falle der Existenz heiB3t der obige Wert

partielle Ableitung von f nach z; =: %(m) =: fz,(T)
J

f heiBt partiell differenzierbar, wenn f nach allen Komponenten
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x1, ... ,ZTy, partiell differenzierbar ist.

f heiBt stetig partiell differenzierbar, wenn alle f..,j =
1, ... ,n stetig sind.

Im Falle der Existenz: wird der Vektor der partiellen Ableitungen

grad f(z) = (500 1) @

Oz’ Oxy,

Gradient von f genannt.

Darstellung mit Hilfe des Differentialoperators Nabla

(9 )
(95131

Vi | grad f(x) = (Vf(z))"

\9,./
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flz,y,

— Y, 2) =
af(w) = fo(x |
ax 7y7z —
y
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) — fZ(x7yaz) —
X
0z
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In unserem Beispiel alsomit x = |22 | = | vy

und f(z,y,2) = 2y*cos(z)

grad f(z) =

Zum Beispiel: grad f(10,1,0) = (1, 20, 0).

Und was heil3t das?

ACHTUNG: Aus der partiellen Differenzierbarkeit folgt nicht
einmal die Stetigkeit! (siehe Vorlesung)
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Veranschaulichung bei n=2: Hefte an Punkten (x,y) Vektoren
in Richtung und Lange von gradf(x,y) an.

Beispiel: f(x,y) = exp(xy) = e™¥

Hohenlinien:

Gradient:

23
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Veranschaulichung von Gradientenfeldern mit Matlab

hold off

x=[-0.0 : .05 : .9];

y=[-0.0 : .05 : .9]; ST 2
[X,Y] = meshgrid(x,y); orf SSESLE 0
z= exp(X.x*Y); o 1R

contour (X,Y,z,30) %Hohenl | |\ \

hold on I S N N Ny ,
[px,py]l = gradient(z); ¥ =« T =
qUiver(X,Y,pX,py) % in % o1 02 03 04 05 08 o7 08109

vvvvvvvvvvvv

%» wird der Vektor (px,py) angeheftet.

Und was ersetzt jetzt die Tangente aus dem eindimensionalen Fall?
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Tangentialebene an f in x
Sei f : D — R, D C R? in (x9,90) € D partiell diff.bar

(70,90) + grad f(zo,y0) - (x — xo)
(z0,Y0) + fo(xo, yo)(z — x0) + fy(0, Y0) (¥ — o)

Z(ZIJ,y) - =

I
Y ) <— Ebene im R?, die sich an Fliche (x, ¥y, f(z,y))? anschmiegt
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Beispiel: f(z,y) := 4 —a* —y? zo=1, yo =1

T(x,y) := f(xo,y0) + fz(x0,y0)(x — x0) + fy(x0, ¥0) (¥ — Yo)
f(]-a 1):
fx(ajay) — fy(xay) —
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14+

12+

10+

x=[-2 : .1
t=[-2 : .1

S5
7 Il:‘:O'zoiziziti‘Q::‘\\\\§\
2 L277L7 R oot
S SSSSIINN

b

[X,Y] = meshgrid(x,t);
z=4-X.*xX-Y.*xY;

hold on

14+

12+

10+

7
/4
S

tz=2-2%(X-1)-2*%(Y-1); %Tang.ebene im Punkt (1,1,2)

mesh(X,Y,tz)

surf (X,Y,z)
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Ableitungen hoherer Ordnung
Ist f part. diffbar. auf einer offenen Menge D, so kann man versu-
chen die partiellen Ableitungen erneut partiell abzuleiten.

Beispiel: f(z,y,2) := zy°cos(z). Mit
fal@,y, 2) =y cos(2), fy(@,y,2) = 2xy cos(z)
fz(xa Y, Z) — ny(_ SiH(Z)),

Damit erhalten wir zum Beispiel

0

%f’y(maya Z) —. fya?(mayaz) —
0
8_yfy(ajay7 Z) —. fy'y(xayaz) —

0
&fy(xayv Z) —. fyz(xayaz) —
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Insgesamt erhalt man 9 sogenannte zweite Ableitungen, die man
zur Hessematrix von f zusammenfasst:

fac:z: facy facz
fyz  fyy Jyz (x)
fex [y faz
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Beispiel zur Aufgabe 2P: Die Funktion

u(w, 1) = [sin (2%(9[; n ct)) + sin (2%(:1: - ct))]

beschreibt ndaherungsweise die Auslenkung des Punktes x € [0, L]
einer schwingenden Saite der Lange L zum Zeitpunkt ¢ > 0 mit

2
den Anfangsdaten u(x,0) = sin (%)

a) Bestimmen Sie die Randdaten u(0,t) und u(L,t).

b) Zeigen Sie, dass u die Wellengleichung us; — c*?Au = 0 erfiillt.
0L L L L L

c) Skizzieren Sie die Form der Saite fiir t = 0,5, 15, 35 520 o
Hinweis: sin(a + b) + sin(a — b) = 2sin(a) cos(b).

2T

Losung: u(z, 1) i— % [Sin (2%(:0 4 ct)> + sin (f(az _ ct))]
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a) u(0,t) =

u(L,t) =

b) Beh.: uy; — c2Au = 0.

Beweis: Ableitungen ausrechnen und einsetzen!

—2 1| sin 2—7T
Y2 = 5z \2 L

(z + ct)) + sin (2%(3; o)

))
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Analog rechnet man

u(x 4L) — sin (2?)
u(xv %) = sin (%Tx)
u(xv 2%;) = sin (%Tx)
ol E) = s (25

cos(2E - ¢+ 4£) = sin (
cos(%) = — zu(z,0)
cos(m) = —u(x,0)
cos(2m) = wu(x,0).
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