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Analysis 111

fur Studierende der Ingenieurwissenschaften

Horsaaliibung mit Beispielaufgaben zu Blatt 2

Differentialoperatoren fiir reellwertige Funktionen:

fAIR" >R,z f(x) mit ==z, ,2,)"

Nabla-Operator V:

v=(aiai> mit V(@) = (fur (@), fo (@) = (gradf(@))"

Laplace-Operator:

A=S T i Af(m):Z%:<V,Vf(m)>

Beispiele fiir partielle Differentialgleichungen:

Wellengleichung: Uy = Au
Wirmeleitungsgleichung: u;, = Au
Laplace-Gleichung: Au =10

Dabei bezieht sich Au nur auf die Ortsvariablen von u, fir n = 2 bedeutet dies
beispielsweise Au = Uy, + Uy,
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Aufgabe 5:

a) Man zeige, dass die Warmeleitungsgleichung u; = Aw fiir zwei Ortsvariable
von der Funktion
u(z,y,t) = sin(z) sin(2y)e

gelost wird.

b) Man zeige, dass mit n € IN die Funktion
u(z,y) = (sin(nz) + 2 cos(nx)) sinh(ny)

die Laplace-Gleichung Au = 0 10st.

Losung:
a) u(z,y,t) = sin(z) sin(2y)e ™
uy(z,y,t) = —5sin(x) sin(2y)e ™
Uy (7,y,t) = cos(z)sin(2y)e™™ | w,(z,y,t) = 2sin(x) cos(2y)e ™
e (9, 1) = —sin(w) sin(2y)e ™, uyy(@,y,1) = —4sin(z) sin(2y)e”"

Damit 16st u die Warmeleitungsgleichung u; = ugy + ty, -

b) u(z,y) = (sin(nz) + 2 cos(nx)) sinh(ny)

uz(x,y) = n(cos(nz) — 2sin(nx)) sinh(ny) ,

= n(sin(nz) + 2 cos(nx)) cosh(ny)
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Upe(2,y) = —n*(sin(nz) + 2 cos(nx)) sinh(ny) ,

y,(z,y) = n’(sin(nz) + 2 cos(nx)) sinh(ny)

Damit 16st u die Laplace-Gleichung Au =0 .
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Differentialoperatoren fiir vektorwertige Funktionen:

Divergenz fiir ein Vektorfeld f:
.f :D CIR" _>IRn> €T = f(w) = (f1<w>7 7fn(w))T:

divf(x) := VI f(x) = Z 0fi(x)

(%:i
i=1
Rechenregeln: fir f,g:DCR'—R", ¢:DCR"—=IR, o fcR
div(af + Bg) = a divf + B divg, div(ef) = (Ve, f) + ¢ divf

Rotation fiir ein Vektorfeld f im IR*: f:D c R® —» R3

Ofs 0f

i1, 22, i,

fla,z0,23) = | falwr, 22, 23) , rot f:= 8_1 -5
f3($17$2,l’3) 3 O,

oh _oh

81’1 6’x2

Rechenregeln: fir f,g:DCR*—1IR*, ¢o:DCR*—= R, opfelR

rot(af + 8g) = arotf + S rotg, rot(pf) = (V) x f+ protf

Rotation fiir ein Vektorfeld f im IR*: g: D c R? —» IR?
g(w,y) = (u(z,y), v(z,y)"
ergibt sich aus der 3-ten Komponente der Rotation der Einbettung

g(z,y,2) = (u(z,y),v(z,y),0)"
des Vektorfeldes in den IR?

N o0 v ou 00 dv  Ou\'
rot §(z,y,2) = — —, — — —, — — — | =(

Also rot g 1= v, — uy,.

Stromlinien im IR? fiir das Vektorfeld

g(x,y) = (u(z,y),v(z,y)’ sind die Kurven c(t) = (x(t),y(t))?, deren Tangential-
vektoren durch das Vektorfeld g gegeben sind, d.h.

(3t ) =owerven = (3030 )
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Aufgabe 6:

a) Man berechne Divergenz und Rotation fiir die Vektorfelder mit z,y, z € IR

(1)
(i)
(iii)

h(z,y,2) = (> +y? + 22, 2% + y? + 22, 2% + y* + 22)T ,
'U:(.I',y,Z) = (xQ _y2 _2273/2 _'7:2 - 22722 _$2 _y2)T )

h(z,y,2) + u(z,y,2) .

b) Gegeben sei das Vektorfeld

()
(i)

Losung:

a) (i)

(iii)

g(az,y) = (u(x,y),v(x,y))T = (SL’, _y)T :

Man berechne div g und rot g und

skizziere das Vektorfeld und einige Stromlinien in [—1,1] x [—1,1].

h(z,y,2) = (22 + 1y + 22 22 + 2 + 22,22 + 2 + 22)"
divh = hyy + hoy + hs, = 22 + 2y + 22
roth = (hgy — hzz, hlz — hgw, hgx — h1y>T = <2y — 22, 2z — 2!13‘, 2 — Qy)T

alternativ:
1
h(z,y,2) = (z,y, 2)v mit p(z,y,2) =2* +y> +2°> und v = | 1
1
Man erhalt

Vo = (2z,2y,22)", dive =0, rotv =0 und
(Vo) x v = (2y — 22,22 — 2z, 22 — 2y)7T.

Damit ergibt sich

divh = (Vo,v) + ¢ divo = (Vp,v) = 22 4+ 2y + 22

roth = (Vo) X v + p rotv = (Vo) x v = (2y — 22,22 — 2z, 2x — 2y)T.
u(z,y, z) = (xz R Ty R gy yz)T

divee = w1y + Ugy + Uz, = 22 + 2y + 22

rotu = (usy, — Uy, Uy, — Uge, Uny — Ury)T = (—2y+22, =22+ 22, —2x 4 2y)

div(h + u) = divh + divu = 2(2z + 2y + 22)
rot(h + u) = roth + rotu = 0

alternativ:

h(z,y,2) +u(z,y,2) = (22%,2y%,22°)

div(h +u) = (hy + u1)s + (he + ug)y + (hg + u3), = 4o + 4y + 42
rot(h +u) = (0—-0,0—-0,0-0)"=0
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b) (1> g(ff,y) = (U(SL’,y),U(Q?,y))T = (37, _y)T
divg=u,+v,=1-1=0, rotg=v,—u, =0—-0=0

(i) Die MATLAB-Befehle fiir das Vektorfeld lauten:
[X,Y] = meshgrid(-1:.2:1);

U=X."1;

V=-Y."1;

quiver (X,Y,U,V)
o 7T VN
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Bild 6 b) Vektorfeld g(z,y) = (z, —y)T

Stromlinien sind die Kurven c(t) = (z(t),y(t))”, deren Tangentialvekto-
ren durch das Vektorfeld g gegeben sind

1= (510 ) =oon = (2030 ) = (580)

;»c(t):(”y“"ng(b‘fft) :>et:§:>c(x):<é>

x
oder alternativ die Differentialgleichung y/'(z) = vz, y(x)) erfiillen.
u(z, y(x))

—y(z dy dx c

Jay= 1D [ [y

x y T T

// h
I ]

Bild 6 b) Stromlinien c(x) = (z,¢/x)”, ¢ € IR, (Hdhenlinien von zy = c)
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Totale Differenzierbarkeit:

Gegeben sei die Funktion

f-DCR"—=R"™ und =+~ f(x)

D Offena €T = (.Tl,.flfg,,"‘ 7$n)T und f = (flvf?ﬂ'“ 7f’m)T‘

Definition:

Eine Funktion f heifit in ° € D (vollstindig,total) differenzierbar, falls es eine
lineare Abbildung £ mit einer zugehorigen Matrix A € IR ™ gibt, fiir die gilt

iy J@) = f@) — Al —2%) _
Tx0 ||z — x|

£ heift das (vollstindige,totale) Differential von f in x° und wird mit df(z)
bezeichnet.

Die zugehorige Matrix A heifit Jacobi- oder Funktionalmatrix und wird mit
Jf(z°), Df(x°) oder f'(z°) bezeichnet.

Definition:

Existieren alle partiellen Ableitungen der Komponenten von f und sind stetig, so
heiit f stetig partiell differenzierbar oder C'-Funktion in D.

Satz:

Mit den obigen Bezeichnungen gilt:

a) Ist f total differenzierbar in x°, so ist f in x® stetig.

b) Ist f total differenzierbar in °, so gilt

16) 0
@ o Sl
Jf(x°) = : :
Ofm Ofm
Lrany o S

c) Ist f auf D stetig partiell differenzierbar, so ist f total differenzierbar auf D.
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Aufgabe T7:
Gegeben sei die Funktion f : IR? — IR mit

2xy

—— | fall , 0,0
floy) = g (z,y) # (0,0)
0 Jfalls  (z,y) = (0,0)

a) Man zeichne die Funktion im Bereich [—1,1] x [—1,1].

¢) Man berechne J f(z,y).

d) Man tberpriife, ob f total differenzierbar ist.

)

b) Man iiberpriife, ob f stetig ist.
)
)

Losung:

a) MATLAB-Befehl fiir den Fléchenplot:

ezsurf (’2*x*xy/sqrt(x~2+y~2)’,[-1,1,-1,1])

2 x y/sqrt (x2+y?2)
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b) Als Komposition stetiger Funktionen ist f fiir (z,y) # (0,0) stetig.
Mit 0 < (z — y)? = 22 — 22y + y* = 22y < 22 + y? erhilt man:

Bild 7:  f(z,y) =



Analysis 111, ©K. Rothe, WiSe 2019/20, Horsaaliibung 2 (Beispielaufgaben 5-8)8

. : 22y
0 < lim z,y) = lim ———
T (zy)—(0,0) F (@) (z.y)—(0,0) /22 4+ y?

% + y2
< lim —=F—= 1lim +/224+942=0.
(@)= 00) a2+ Y2 (2y)—(0,0) Y

Also gilt  lim  f(x,y) = 0 = f(0,0). Damit ist f in IR? stetig.
(z,y)—(0,0)

c¢) Die Jacobi-Matrix J f(z,y) = (fo(x,v), fy(x,y)) lautet fiir (z,y) # (0,0):

Jf— 21 223
f_ <I2+y2>3/2’ (x2+y2)3/2 ’

Fiir (x,y) = (0,0) erhélt man

£2(0,0) =t LD =100 5 020

h—0 h h—0

Analog berechnet man f,(0,0) = 0.
Also gilt J £(0,0) = (f.(0,0), f,(0,0)) = (0,0)
d) Fir (z,y) # (0,0) ist f eine C'-Funktion und damit total differenzierbar.

‘( g )‘ = /2% + y? erhilt man

Fiir (x0,y0) = (0,0) und mit

T
) — £(0,0) = J£(0,0 2y
fe) =00 —as00) (5) e
H<$>H Vai+y? iyt
Y
I 11 . 1
Fiir die Nullfolgen (z,,,y,) = | —, — ) und (Z,,9,) = | —, 0 | berechnet man
n’'n n
9 9 /n2 2% iin
Tnln /nzl’ Tl 0 _o.

Also existiert der folgende Grenzwert nicht

lim
(z,9)—(0,0)

e = 10.0) - 350.0) (3
|

(o)

Damit ist f in (x,y) = (0,0) nicht total differenzierbar .
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Jacobi-Matrix und vollstandiges Differential:

Fiir die Abbildung f : D C R" — R™ und « — f(x) mit = (21, 72,, - ,,)"
und f = (f1, f2,, +, fm)? nennt man J f die Jacobi-Matrix von f:
fro(@) - fre, () grad fi(z)
Jf(x) = : : = :
fra () 0 fre, () grad f,n ()

Formale Schreibweise fiir das vollstandiges Differential von f

in @ = (2%, ,25)"
0 0
df(x°) = a—g{;(mo)dxl +e a—xj;(wo)dxn
mit den Differentialen der Koordinaten dxy , --- , dx,.
Fir doy(x —2°) =2, — 2%, -+ | dv,(x — 2°) = z,, — 20 berechnet man
af (@)@ —2%) = S (@) o) + 4 (@), —20) = Tf () )
1 n

df(x°)(x — x) gibt ndherungsweise die Funktionsabweichung von f beim Wechsel
von ¥ auf = an, also

fl@)— f(@’) = If(a’)(x —2") < flz)~fa")+Jf(a")(z-a’).

Aufgabe 8:

a) Man berechne die Jacobi-Matrizen der folgenden Funktionen mit den Abbil-
dungsvorschriften
(i) f(z,y) =log(y) + cos(zy) und z € R,y € R,
(ii) g(t) = (tcost,tsint,t)T und t € IR,
(iii) h(p, 1) = h(2cospcos,2sin pcosy, 2sin)? und o,y € IR,
(iv) w(z,y,2)=(-3z+y,x—3y+zy—32)T und z,y,2 € R.

b) Gegeben sei das Vektorfeld f(z,y) = (z+y+ 1,22 —y—1)T mit z,y € R.

Man bestimme f(0,0) und berechne damit néherungsweise £(0.2,0.1) un-
ter Verwendung des vollstdndigen Differentials. Anschliefend berechne man
£(0.2,0.1) und ermittle den euklidischen Abstand zur Naherung.
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Losung:

a) (i) f(z,y) =log(y) + cos(zy),
1
TG0 = (i fy) = gradfe,9) = ~ysinten), = asiniiy))
(ii) g(t) = (tcost,tsint,t)T,
Jg(t) = (9(t), 95(t), 95(t))" = g'(t) = (cost — tsint,sint +tcost, 1)"
(iii) h(p, 1) = h(2cos pcos, 2sin pcos ), 2sinh) T,
hiy  hiy —2sinpcosy —2cospsiny
Jh(p, ) = | hay hoy | = 2cospcosty —2sinpsiny
hsy sy 0 2 cos 1)

<1V) ’U;(.T,y,Z) = (—3]7 tTY,T - 3y T2,y — 32)T7 und x,Y,z € R?

Uiy Uly Uiz -3 1 0
Ju(z,y,z) = | Ugw Ugy U | = 1 -3 1
Uz U3y U3z 0 1 -3

b) Fir f(z,y) = (z+y+ 1,22 —y— 1) und x° = (z¢,90)" = (0,0)T erhilt
man f(z°) = £(0,0) = (1, -1)7.

Die Auswertung des vollstandigen Differentials

_of

" o,

of

(wo)dxl + -+ a—xn

df (=) (x°)dz,

erfolgt durch  df(z%)(x — 2°) = J f(z°)(xz — x°).
Fir = (0.2,0.1)T folgt = —x° = (0.2,0.1)T.

_ fl,x(xay) fl,y<x>y> _ 1 1 _ 1 1
st = (i wen )= (o 1) =are0=(o )
Néherungsweise Berechnung von f(x) durch f(z) ~ f(z°)+J f(z°)(x—x°):

= f(0.2,0.1)%<_1)+((1) _1)(8?>:<—ﬁ))

Die exakte Auswertung:
£(0.2,0.1) = (0.2 + 0.1+ 1,(0.2)2 — 0.1 — 1)T = (1.3, —1.06)7

Der Abstand zur Naherung:

1£(0.2,0.1) — £(0,0)]| = ‘( L ) - ( Y >H — 0.04




