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Analysis 111

fur Studierende der Ingenieurwissenschaften

Horsaaliibung mit Beispielaufgaben zu Blatt 7

Flachensektorformel fiir Kurven im IR?:

Gegeben sei die Parameterdarstellung der Kurve ¢

c:la,b] — IR?
o dt):(igg)

Beispiele:

a) Funktionsgraph einer Funktion
fila,b = R, z— f(x)

b) Polarkoordinaten

Der Flacheninhalt F' der vom Ortsvektor der Kurve ¢ iiberstrichenen Flache berech-
net sich in kartesischen Koordinaten durch die Flachensektorformel

F = / £(t)i(t) — (Eyy(t) dt

| —
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Fiir Polarkoordinaten gilt

Denn der fiir die Flachenberechnung verwendete Integrand besitzt in Polarkoordi-
naten die Gestalt:

z(p)y(p) — 2(p)y(»)
= 1(p)cosp(r(p)sinp + 1(p) cosp) — (7(p) cos p — () sinp)r(p) sin p

= r(p)r(p)(cospsinp — cos psiny) + r2(g0)(cos2 o+ sin? ) = r2(go)

Aufgabe 25:

a) Man zeichne das cartesische Blatt ¢ :IR\{—1} — IR* mit

t
3+ 1
t2
t3+1

c(t) =

und berechne den Flacheninhalt der im 1. Quadranten umschlossenen Flache.

b) Die Kurve c sei in Polarkoordinaten mit r(¢) = e¥ und 0 < ¢ < 7 gegeben.
Man berechne die von c¢ iiberstrichene Flache und zeichne die Kurve.

Losung:

a) Polstelle der Komponenten x(t) und y(¢) bei t = —1.
1. Quadrant: ¢ € [0, 00]; tlg?o c(t)=0
2. Quadrant: t€]—1,0]; c(0)=0
4. Quadrant: t €] —oo,—1[; lim c(t)=0

t——00
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Bild 25 a): cartesisches Blatt
t

(t) = ( o ) _ ( 0 ) NS

17 17
Fle) = 5 [ ait) - dt = 5 [ 20 a
Ooo 0
1 £\’ X
= 5/ (t3+1> dt Subst. u =1¢
OOO o0
1/ 12 du 1/ 1 J 1 > 1
= —_ —_— = — u = —_ e —
2) (14 u)? 3t 6/ (14 u)? 6(1+u) |, 6
0 0
b)
17 1/ e |™
© = 5 [rede=g [erae = T =5
0 0

-20

-15 -10 -5

Bild 25 b): Kurvecfir 0 < p <7
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Flichen im IR>:

Beispiel: Flichenstiicke F C IR?

a) Funktionsgraph einer Funktion f:G c R* = IR, (z,9)" — f(z,9)

x T T .

F = Y € R? Yy = Yy ) ( y ) €G
z z f(z,y)

b) implizite Darstellung durch  f:IR* — R, (z,y,2)" — f(z,y,2)

x
F = y | €eR?| f(z,y,2) =0
z

Definitionen

Gegeben seien ein Gebiet G C IR? und eine C''-Abbildung
p:G — IR

op(w) . Op(u)

Sind die Vektoren 9 5

linear unabhéangig fiir alle u € GG, dann heifit

a) F:={p(u) € R®|ue G} =p(G) Fliche bzw. Flachenstiick im IR’.
b) p Parametrisierung von F,

¢) G Parameterbereich von F bzgl. p,

Ip(u’)

Tangentenvektoren an F' im Punkt p(u')

op(u’) ~ Op(u’) .
(0
e) Tr(\, p) =pu’) + A 9u THE o, mit A\, u € IR

Tangentialebene an F' im Punkt p(u®),

)

Normalenvektor an F im Punkt p(u®),
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g) n(p(u)) = a&“w X 3 1?(2]11,) Normaleneinheitsvektor an F
ou ov
h) do:= 9 9p du  Oberflichenelement und
ou  Ov
i) / do = / opu)  Iplu) H du  Flicheninhalt von p(G).
PG) a ou ov
Oberflachenintegrale:

Fiir die Flache F' mit der Parametrisierung p, d.h. FF = p(G), werden folgende
Oberflachenintegrale definiert:

a) Oberflichenintegral 1. Art fiir die stetige Funktion f: FF — R

[ o= [ ot | B < B g

b) Oberflichenintegral 2. Art fiir das stetige Vektorfeld f : F — IR?

/F fl@)do = / (f(@),n(x)) do

dp p
ou Ov

= [ (). B < B

du

- [ @) |

Bemerkung:
Stellt das Vektorfeld f das Geschwindigkeitsfeld einer stationaren Stromung
einer Fliissigkeit dar, so kann das Oberflachenintegral / f(x) do als Fluss

F
von f durch die Flache F' interpretiert werden, gemessen in Fliissigkeitsmenge
pro Zeiteinheit in Richtung der verwendeten Normalen.
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Koordinatentransformationen:

Gegeben seien zwei Gebiete D, K C IR" und eine zweimal stetig differenzierbare
Funktion

DK, u—z=>%®(u)

mit w = (uy,...,u,)T € Dund = (z1,...,2,)7 € K. Wenn ® auf D injektiv ist
und det(J®(u)) # 0 fir alle w € D gilt, dann heifit & Koordinatentransforma-
tion.

a) Polarkoordinaten: 0<r <R, 0<¢p <27

( x ) =®(r,p) = ( rcos g ) (= det(J®(r, ¢) =7)

rsin @

b) Zylinderkoordinaten:
0<r<R, 0<p<2r, a<z<)

x T COS
y | =®(r,p,2) = 7 sin (= det(J®(r,p,2)) =1)
z z

¢) Kugelkoordinaten:

0<r<R, 0<p<2r, —n/2<60<m7/2

x 7 cOS ¢ cos 6
y | =®(r,¢,0)=| rsinpcosd (= det(J®(r,¢,0)) =r°cosb)
z rsin 6

Transformationssatz:

Fiir stetige Funktionen f: K C R" — R gilt

| f@da= [ @) |de(T8(w)] du

Dabei ist D C IR" kompakt, [ 1dx existiert, K = ®(D) und die Koordinatentrans-
D

formation ® muss auf D° invertierbar sein.
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Aufgabe 26:
Gegeben sei die Teilflache eines Zylinders

Z:{(xay7Z)T€IR3‘O§y§27O§Z>$2+2’2:9}.

a) Man gebe eine Parametrisierung von Z an,
b) zeichne Z mit Hilfe der MATLAB-Routine ’ezgraph3’ und

c¢) berechne den Flécheninhalt von Z mit Hilfe eines Oberflachenintegrals.

Losung:

a) Die Fldche Z kann iiber Zylinderkoordinaten parametrisiert werden
p: [0,2] x[0,7] — R® mit p(y,p) = (3cosp,y,3sinp)".
—_——

=D
b) Fiir die Zeichnung mit MATLAB verwenden wir die Parametrisierung p

ezgraph3(’surf’,’3*cos(t)’,’y’,’3*sin(t)’, [0,pi,0,2])

x= 3 cos(t),y= y,z= 3 sin(t)

Bild 26: halber Zylinder 7

c) e e e 3
a_p 8_p = O1 12 03 = CBS !
Oy~ O —3sing 0 3cose 3sin

B op Op
D

2
= //\/96052w~|—951n230dg0dy
0 0
2 2 m
= 3//d<pdy:3/dy/d<p:67r
0 0 0 0
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Stokescher Integralsatz:

Gegeben sei ein C'- Vektorfeld f : D — IR? auf dem Gebiet D € IR? und eine Fliche
F C D mit der Parametrisierung p auf dem Parameterbereich G, d.h. F' = p(G).
Dann gilt:

/Frotf(a:) do = f(x) dx .

oF

Dabei muss die Parametrisierung ¢ der Randkurve von dG so durchgefiihrt werden,

d
dass n(p(c(t))) x Ep(c(t)) in Richtung der Flache F' zeigt, d.h. die Flache muss

sich beim Durchlaufen von OF mit der Parametrisierung p(c(t)) und der nach 'oben
weisenden’ Flachennormalen m links befinden.

Bemerkung:

Der Satz von Stokes kann als Erweiterung des Greenschen Integralsatzes in der
Ebene auf Flachenstiicke im Raum aufgefasst werden.

Stellt das Vektorfeld f das Geschwindigkeitsfeld einer stationaren Stromung einer
Fliissigkeit dar, so wird mit dem Kurvenintegral ¢, f(x) de die Zirkulation von
f langs des Randes von F' gemessen. Ist das geschlossen Kurvenintegral gleich Null,
so ist f wirbelfrei. Dies ist fiir rot f() = 0 der Fall.
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Aufgabe 27:
Gegeben seien das Geschwindigkeitsfeld w(z,y,2) = (—y?, yz,x)" einer Stréomung
sowie die Flache

x
S = y | €eR 22+9°<1 A z=uxy
z

a) Man zeichne die Flache S mit Hilfe der MATLAB-Routine ’ezmesh’ oder ’ez-
meshe’ .

b) Man berechne auf S das Integral {iber alle Wirbelstérken / rot u(x) do .
S

¢) Man berechne die Zirkulation j{ u(x) dr von w langs der Randkurve 05

08
von S und bestéitige damit den Integralsatz von Stokes im IR?.

Losung:

a) Verwendet man fiir den Parameterbereich von S Polarkoordinaten, dann para-
metrisiert q : [0, 1] x [0, 27] — IR? mit q(r, ¢) = (r cos ¢, 7 sin @, % cos psin )T
die Sattelfliche. Die Plotbefehle in MATLAB lauten

f1 = @(r,t) r.*cos(t."1);
f2 = @(r,t) r.*sin(t.”1);
f3 = @(r,t) r.*cos(t. 1)*r.*sin(t."1);

ezmeshc(f1,£2,£3,[0,1,0,2%pil)

X=r cos(ﬂ), y=r sin(t1), z=r cos(t‘) r sin(t1)

Bild 27): Sattelfliche S mit ezmeshc’, (ezmesh’ ohne Hohenlinien)
b) Die Flédche S kann auch in folgender Weise durch p parametrisiert werden:
p: K — R mit plu,v) = (u,v,uv)"

und K = {(u,v)T e R* |u® +0* < 1},
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9 ) €1 €3 €3 —v
:> a—p X a—p = 1 O v fry —U
oo 0 1 wu 1
_92 0—y —y
u(r,y,2) = | yz = 1ot u(x,y,z) = 0-1 - | -1
T 0—(—2y) 2y

Mit Polarkoordinaten (u,v)” = ®(r,¢) = (rcosp,rsing)”, 0 <r <1,
0 < ¢ <27 und det(J®) = r erhilt man mit dem Transformationssatz

— /< ;:}1} ’ :12 >d(u,v):/vz+u+2vd(u,v)

S S

1 27 2

1
= //r sin? ¢ + 7 cos ¢ + 2rsin ) - r dp dr :/r?’d'r’/sinQ(pdgo
0 0

0 0
rd 1 1( ' )27r
g —_— — — S1n et
1 . 5 @ S @ COS @ .

c¢) Eine Parametrisierung von 05 erhdlt man durch c(¢) := g(1, ¢), also

N

c: [0,2n1] — R® mit c(p) = (cosp,sin @, cos sin )’

= ¢ (p) = (—sinp,cosp,cos’ p — sin® )"
Mit Hilfe des Additionstheoreme

2cos psinp = sin(2p) und cos®p +sin®p =1

erhalt man
I —sin? g —sing
j[u(az) de = / < cos psiny |, cos > dy
s ) cos @ cos? ¢ — sin? ¢
2

= / sin @ sin® ¢ + cos? psin®  + cos p(cos® p — sin® ) dy
0

27

in(2 2
= /sin ©(1 — cos® @) + (s1n(2 SO)) + cos (1 — 2sin® @) dy

0

2
1

_ Z/SiHQ(QSO) dp = 116(24p — sin(2¢p) cos(2¢))

27

N

0

Satz von Stokes: /rot u(x) do = % = ]{u(az) dx
s s
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Normalbereiche im IR>:

Eine Menge D C IR? wird als Normalbereich bezeichnet, falls stetige Funktionen
01, o und &7, & existieren, so dass D die folgende Darstellung besitzt

D={(z,y,2)|a<z<b, p1(z) <y <o), &(z,y) <2< &(x,y) ).

Analog zum IR? kénnen im IR? in der Darstellung z,y und z vertauscht sein.

Volumenintegrale:
Satz: (Volumenintegral iiber Normalbereiche)

Sei f: D C IR* — IR eine stetige (beschriinkte) Funktion auf einer Normalbereichs-
darstellung von D, dann gilt

b p2(x) &a(x)
f ' Y d Y = f , Y, d d dx .
D/ (z,,2) d(z,y, 2) /(/() (/m (2.9, 2) ) y> .

Masse eines Korpers K:

Gegeben sei ein Korper K C IR? mit der nichtnegativen stetigen Massendichtefunk-
tion p : K — IR. Die Masse M des Korpers K berechnet sich durch

Mz/K p(z,y,2) d(x,y,2) .

Gauflscher Integralsatz:

Fiir das C'-Vektorfeld f : G — IR? auf dem Gebiet G ¢ IR® und die kompakte,
messbare und durch Normalbereiche darstellbare Menge S C G, deren Rand 0.5 aus
endlich vielen glatten Flachenstiicken besteht, gilt:

/Sdivf(a:) dx = . f(x)do.

Dabei muss bei der Berechnung des Oberflachenintegrals der geschlossenen Flache

0S5, deshalb wird die Schreibweise f verwendet, der Normalenvektor 8p_(uu) X
a8
8p_(u) bzgl. S nach auflen zeigen.
ov
Bemerkung:

Stellt das Vektorfeld f das Geschwindigkeitsfeld einer stationaren Stromung einer
Fliissigkeit dar, so kann das Oberflachenintegral j{ f(x) do als Flussbilanz durch
das Volumens S interpretiert werden. Fiir div f(x) :850 in S gilt nach dem Gauflschen
Integralsatz j{ f(x) do =0, es flieBt also aus S soviel heraus, wie hineinfliefit. Die

os
Divergenz wird daher auch als Quellendichte von f bezeichnet.
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Aufgabe 28:

a) Durch 22 +y*> <4 und 0 < z < 4 — 2% — y? wird ein Rotationsparaboloid P
mit konstanter Dichte p beschrieben. Man zeichne P unter Verwendung der
MATLAB-Routine ’ezgraph3’ und berechne seine Masse.

b) Gegeben seien der Kérper
K = {(m,y,z)TGIR3 |x2—|—y2+z2§9, xSO}
und das Vektorfeld
Fla,y,2) = (y, -2, %)
(i) Man skizziere K.

(ii) Der Rand von K ist beschreibbar durch ein ebenes Fléchenstiicke S und
ein nicht ebenes Flachenstiick H.

Man gebe jeweils Parametrisierungen fiir die beiden Randflachenstiicke
S und H an.

(iii) Man berechne jeweils den Fluss von f durch die beiden Rand-
flachenstiicke S und H.

(iv) Man berechne das Volumenintegral / div f(z,y,2) d(x,y, 2) .
K
Losung:

a) Fiir die Zeichnung kann P iiber Zylinderkoordinaten dargestellt werden, mit
dem Normalbereich 0 <r <2, 0< <27, 0<2z<4—r%und

x rcos(yp)
y | = rsin(e) | =®(r,p,2), detJ®(r,p,z)=r
z z

Der MATLAB-Plotbefehl fiir die Oberflache des Rotationsparaboloids lautet

ezgraph3(’surf’,’r*cos(t)’,’r*sin(t)’,’4-r"2’,[0,2,0,2*pi])

x= rcos(t),y= rsin(t),z= 4-r?

Bild 28 a): Rotationsparaboloid P.
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Berechnung der Masse M in Zylinderkoordinaten unter Verwendung des Trans-
formationssatzes mit konstanter Dichte p:

2 2m 4—r2

2 27
M = /pd(m,y,z):p///rdzdgpdr:p//rz|é_r2 do dr
00 0 0 0

P
2 2m
= p//r(4—r2)dgodr = p/r(4—r2)<p’§7r dr
0

0

= 2mp [ r(4—rH)dr = 8mp

=] o
o

Bild 28 b): Halbkugel K
(ii) Parametrisierung der Kreisseite S: p: [0,3] x [0, 27] — IR® mit

0
p(r,p) = | rcose
7 sin @
Parametrisierung der Halbkugelflache H:
T 3w T 3 .
q: |:§,7:| X |: 5,5] — IR” mit
3 cos pcosy
q(p,¥) = | 3sinpcosy
3sin

(iii) Fluss durch S, mit der &uBeren Normalen

op X op %1 00632 s'63
— X — = in
or Oy 7 7

0 —rsing rcosyp

2

,
=0
0
3 2 T Ccos T 3
/fd()://< 0 .1 0 >dgodr://rzcoscpdgodr:0
5 0 0 0 00

3 sin® @
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Fluss durch H, mit der aufleren Normalen

dq 0Oq e; e es COS (Y COS Y
8_X8__ —3singcosy 3 cospcosy 0 =9cosvy | sinpcosy
» 0y —3cospsiny —3singsiny 3Jcosy sin ¢

Sm/2 /2 3sin ¢ cos COS (Y COS Y

/fdo = / / 9005w< —3cospcosy |, | singcosy > diydep

H 212 /2 27 sin® sin v

3n/2 /2

.. 5 w/2
486

- / / 243 cos ¢ sin Ydipdp = 243 Sm5 L I Tﬁ

w/2 —7/2 /2

(iv) Mit dem Gauflschen-Integralsatz erhilt man:

/dlvfda: Y, 2 /fdo—i—/fdo-éjﬁ%7T

Alternativ:  direkte Berechnung iiber Kugelkoordinaten:

/ div f(z,y,2) d(z,y, z)
K

3 37/2 /2
- /SZ d(z,y,z // /STQSiHQQ/J-TQCOS@dedgodr
" 0 /2 —m/2
3 3r/2 w/2 i
— /r4d7“ / de / 3cossin? ¢ dyp = % |i%2 Sln3¢‘ﬂ/2 B @
0

0 w/2 —7/2



