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Horsaaliibung mit Beispielaufgaben zu Blatt 5

Extremalprobleme mit Gleichungsnebenbedingungen:

Gesucht sind die Extremwerte einer C*-Funktion f : D C IR™ — IR auf der folgenden
Teilmenge (Menge der zulassigen Punkte) des Definitionsbereiches

G:={xeD|gx)=0} C D.

mit einer C'-Funktion g : D — IR™ und m < n , d.h. die Extremalwerte miissen
zusitzlich noch die m Gleichungen g(x) = (g1(x), . .., gm(x))" = 0 erfiillen.

Satz: (Lagrange-Multiplikatoren-Regel)

Sei ° € D ein lokales Extremum der Funktion f unter der Nebenbedingung
g(z°) = 0, das die Regularititsbedingung

Rang Jg(z°) =m

erfiillt. Dann gibt es Lagrange-Multiplikatoren \,...,\,, so dass mit der
Lagrange-Funktion

F(@) = f@)+ Y o)

in ° die notwendige Bedingung erster Ordnung gilt:

gradF(z°) = grad f(x®) + Z Nigradg;(z°) =0 .

i=1

Satz: (hinreichende Bedingung zweiter Ordnung)

Gilt Rang Jg(z°) = m fiir z° € G und gradF(z°) = 0 und ist HF(x°) positiv
definit auf

TG(2%) := {y € R"| {gradg;(z’),y) =0} ,
d.h. gilt yT - HF(x%) -y > 0 fir y € TG(x)\{0}, dann besitzt f in x° ein strenges
lokales Minimum unter der Nebenbedingung g(x) = 0.
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Aufgabe 17:

Man berechne die Extremwerte der Funktion f : IR? — IR mit f (x,y) = x +y auf
dem Kreis 22 +y* = 1

a) unter Verwendung der Lagrangeschen Multiplikatorenregel und

b) iiber eine Parametrisierung ¢ des Kreises und anschliefendes Losen der Extre-
malaufgabe in A(t) := f(c(t)).

Losung:

Unter der Nebenbedingung g(x,y) := x* +y* — 1 = 0 sollen die Extremalpunkte der
Funktion f(z,y) = x + y bestimmt werden.

a) Regularitdtsbedingung:

grad g(z,y) = (22,2y) = (0,0) = (z,y) = (0,0)
Da ¢(0,0) = —1 gilt, (0,0) also nicht auf dem Kreis liegt, erfiillen alle

zuléssigen Punkte (g(z,y) = 0) die Regularitétsbedingung
Rang(Jg(z,y)) = 1.

Lagrange-Funktion: F(z,y) = +y+ A2 +y* — 1)

Lagrange-Multiplikatorenregel:

1+ 2)\x 0
(VF(x,y)): 1+20y | =10
g(l’,y) $2+y2—1 0

Multipliziert man die erste Gleichung mit y und die zweite mit x und subtra-
hiert beide, so erhalt man x —y =0 = = =y.

Aus der dritten Gleichung ergibt sich dann 2% + 2% = 1
1

., — 4
\/§ Y1,2 \/§

= T12 = +

Extremalkandidaten:

n-5(0)- n-5(0)

Da die Menge g(x,y) = 0 einen Kreis beschreibt, ist sie kompakt. Damit
nimmt die stetige Funktion f auf g(z,y) = 0 Maximum und Minimum an. Es
ist f(P) =+/2und f(P,) = —/2. Also ist P, Maximum und P, Minimum.
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/

Bild 17 a) Nebenbedingung g(z,y) = 22 + y* — 1 = 0 mit
Hohenlinien der Funktion f(x,y) =z 4y

Alternative Begriindung iiber die hinreichende Bedingung 2. Ordnung:

Fiir die Extremalkandidaten P;, wird die Definitheitseigenschaft der Hesse-
Matrix

HessF'(z,y) = < 2())\ 20)\ >

auf dem Kern von Jg(z,y) = grad” g(x, y) = (2x, 2y) iiberpriift.

P, = i%(l, )" = Jg(Pi2) = £(v2,v2) = TG(P;5) = spann {y = ( _1 ) }

Aus 1+ 2 \z = 0 erhilt man \; = _\/Li fir P, und My = \/Li fiir Ps.
Damit ergibt sich

HessF(Py) = < _8/5 _(\)@) und  HessF(P,) = ( \f \% > :

Wegen y"HessF(P))y = —2v/2 < 0 ist P, ein strenges lokales Maximum.

Fiir P, erhilt man y” HessF(Py)y = 2v/2 > 0. Damit ist P, ein strenges lokales
Minimum.
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b) Der Kreis g(z,y) = ?+3*—1 = 0 kann durch Polarkoordinaten parametrisiert

werden
<x):<cc.)8t)::c(t), 0<t<2m,
Y sint

d.h. es gilt g(cost,sint) = 0. Man muss jetzt also nur noch die Extrema der

Funktion
h(t) := f(c(t)) = cost +sint
finden.
h'(t) = —sint+cost =0 = :%, to = %
R'(t) = —cost —sint = K'(t}) = —vV2 <0, h'(ty) = V2.
Damit liegt fir ¢ty = =x/4 ein Maximum mit dem Funktionswert

h(t;) = V2 und fiir t, = 57/4 ein Minimum mit dem Funktionswert

h(ty) = —/2 vor.

Bild 17 b) c(t) und f(c(t)) = cost +sint
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Aufgabe 18:

Fiir die Funktion f : IR® — IR mit f(z,y,2) = 2% berechne und klassifiziere man die
Extrema auf dem Schnitt des Zylinders z2 + y? = 9 mit der Ebene y = z unter

a) Verwendung der Lagrangeschen Multiplikatorenregel und

b) durch Bestimmung der Extremwerte von f(c(t)) auf der Parametrisierung c
der Schnittkurve von Zylinder und Ebene.

Losung:

a) Nebenbedingungen: g¢;(z,y,2) :=2*>+y?> —9und ¢gs(z,y,2) =y — 2 .
2z 2y O >

0 1 -1

besitzt den Rang < 2, wenn die erste Zeile gleich dem Nullvektor ist, d.h. fiir
die Punkte (0,0, z). Diese sind wegen ¢;(0,0, z) = —9 jedoch nicht zulédssig.

Regularitatsbedingung: Jg(z,y,z) = (

Alle zuléssigen Punkte erfiillen also die Regularitatsbedingung und die La-
grangesche Multiplikatorregel kann angewendet werden:

Lagrange-Funktion:  F(z,y,2) = 22 + M (22 + v* — 9) + Xao(y — 2)

Lagrange-Multiplikatorenregel:

2)\1.T 0
20y + A 0
(vrena )| ]
g($7y72) x2+y2—9 0
y—z 0

1. Gleichung:
lLFal 2 =0 = 0=¢,(0,9,2) =y* -9 = y=3=2Vy=-3=2

0 0
Extremalkandidaten: P, =1 3 , Py = -3

3 -3
2Fal: Ay =0 = A =0= 2=0=y = =3V r=-3

3 -3
Extremalkandidaten: P;= | 0 , P, = 0

0 0

Die stetige Funktion f nimmt auf dem Schnitt des Zylinders 22 + 3? = 9 mit
der Ebene y = z ihr absolutes Maximum und Minimum an, da diese Schnitt-
menge eine Ellipse und damit kompakt ist. Unter den Extremalkandidaten
befinden sich also absolutes Maximum und Minimum.
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Fiir die Funktionswerte der Extremalkandidaten berechnet man
f(Pl,Z):ga f<P3,4) =0.
Also sind P, » absolute Maxima und Ps 4 absolute Minima.

Alternative Begriindung iiber die hinreichende Bedingung 2. Ordnung:

Fiir die Extremalkandidaten P, 534 wird die Definitheitseigenschaft der Hesse-
Matrix

2y 0 O
HessF(z,y) = 0 2\ O
0 0 2

2¢ 2y 0

auf dem Kern von Jg(z,y) = ( _1) tiberpriift.

0 1

Fir P, erhalt man

0 £6 0

Py =+(0,3,3)" = Jg(Pr2) = (0 L

) = TG(P,2) = spann{ y 1=

0=2z2— X =F6—A3 = Ny =146 = 0:2)\1y+>\2216>\116 = M\ =-1

Damit ergeben sich P, 5 als strenge lokale Maxima, denn

-2 00
HessF (P o) = 0 -2 0 = y HessF(Po)y=-2<0.
0 0 2

Fir P54 mit Ay =0 = Ay = 0 erhalt man

6 0 0

Py 4= (£3,0,00" = Jg(Ps4) = ( PO

) = TG(Ps4) =spann{ y =
Damit ergeben sich Ps 4 als strenge lokale Minima, denn

HessF(Ps4) =

o O O
o O O

0
0 =  y HessF(Ps4)y=2>0.
2

Parametrisierung des Schnittellipse:

c(t) = (3cos(t),3sin(t),3sin(¢)) mit ¢ € [0, 27]

Fiir f(c(t)) = 9sin®(t) erhilt man dieselben Extrema c(t) fiir ¢y, = 0,7 und
tmax = 7/2,31/2.

1
0
0

0
1
1
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MATLAB-Plotbefehle Bild 18 a

ezgraph3(’surf’,’3*cos(x)’,’3*sin(x)’,’t’, [-4,4,0,2*pi])
hold
ezgraph3(’surf’,’x’,’y’,’y’,[-4,4,-4,4])

MATLAB-Plotbefehle Bild 18 b

ezplot3(’3*cos(t)’,’3*sin(t)’,’3*sin(t)’, [0,2%pi])
hold

ezplot3(’3*cos(t)’,’3*sin(t)’,’0’, [0,2*pi])
ezplot3(’3*cos(t)’,’3*sin(t)’,’ (3*xsin(t)) "2, [0,2%pi])

X= X,y= y,2= y X= 3 cos(t),y= 3 sin(t),z=( 3 sin(t)>

1

F N
M

Bild 18 a:  Zylinder g; und Ebene g Bild 18 b:  Schnittellipse ¢ von ¢g; und
go, Kreis K : 22 +y*=9,2 =0 und f(c)
auf K



Analysis 111, K. Rothe, WiSe 2017/18, Hoérsaaliibung 5 (Beispielaufgaben 17-20)8

Differentialoperatoren fiir reellwertige Funktionen:
fPIR" R,z f(x) mit == (z1, - ,2,)"

Nabla-Operator V:

v:(a%a%) mit V(@) = gradf(x) = (fo,(®@), -+ , fo, (@))"

Laplace-Operator:

. = 0% f
A=) == mit Af(:c):ZW:<V,Vf(zc)>
j i=1

Lineare partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung:

Eine Gleichung mit den reellwertigen Koeffizientenfunktionen a; ;, b;, c, f

Z %, 8x6xg Zb (z)u+ f(®) =0,

1<i,j<n i=1
in der eine reellwertige Funktion w = w(zy,...,2,) der reellen Variablen
x = (x1,...,2,) mit ihren partiellen Ableitungen bis zur 2.ten Ordnung gesucht

ist, wird als lineare partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung be-
zeichnet.

Beispiele:
Wellengleichung;: uy = Au, u=u(t,xy,...,T,)
Wirmeleitungsgleichung: u; = Au, u=u(t,ry,...,T,)
Laplace-Gleichung: Au = 0, u=u(xy,...,T,)

Dabei bezieht sich Au nur auf die Ortsvariablen von wu, fir v = wu(x,y) und

u = u(t, z,y) beispielsweise bedeutet dies Au = gy + Uy,.
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Aufgabe 19:

a) Man zeige, dass die Warmeleitungsgleichung u; = Aw fiir zwei Ortsvariable
von der Funktion
u(z,y,t) = sin(z) sin(2y)e ™

gelost wird.

b) Man zeige, dass mit n € IN die Funktion
u(z,y) = (sin(nz) + 2 cos(nx)) sinh(ny)

die Laplace-Gleichung Au = 0 16st.

Losung:
a) u(x,y,t) = sin(x) sin(2y)e ™
uy(x,y,t) = —5sin(x) sin(2y)e ™"
U (2,y,t) = cos(x)sin(2y)e ™, uy(z,y,t) = 2sin(z) cos(2y)e >
U (7, Y, ) = —sin(z) sin(2y)e ™, uyy(z,y,t) = —4sin(z) sin(2y)e ™

Damit 16st u die Wéarmeleitungsgleichung u; = gy + ty, -

b) u(x,y) = (sin(nz) + 2 cos(nx)) sinh(ny)

uz(x,y) = n(cos(nz) — 2sin(nx)) sinh(ny) ,

uy(x,y) = n(sin(nz) + 2 cos(nx)) cosh(ny)

Uge (7, y) = —n*(sin(nx) + 2 cos(nz)) sinh(ny) ,
y,(z,y) = n*(sin(nz) + 2 cos(nx)) sinh(ny)

Damit 16st u die Laplace-Gleichung Au =0 .
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Differentialoperatoren fiir vektorwertige Funktionen:

Divergenz fiir ein Vektorfeld f:
f :DCIR" _>]Rn7 x — f(w) = (f1<m>7 7fn(w>)T:

divf(z)=V'fz)=3 f@
Rechenregeln: fir f,g:DCR"'"—R", ¢o:DCR"—IR, o felR

div(af + 6g) = a divf + 5 divg, div(ef) = (Ve, f)+ ¢ divf

Rotation im IR*: f: D Cc R® —» IR?

of o
fi(z1, z2, x3) g? gi;g

flz1,0,23) = | fo(xy,20,23) | , rot f:= 8_1 _ 98
f3($1,$2,l’3) T3 axl

of 05

8:161 61'2

Rechenregeln: fir f.g:DCIR*—-R*, ¢o:DCcR*—=R, ofelR

rot(af + fg) = arotf + S rotg, rot(pf) = (V) x f+ @ rotf

Rotation im IR*: g: D c R? —» IR?
g(z,y) = (u(z,y),v(z,y))"
ergibt sich aus der 3-ten Komponente der Rotation der Einbettung
9(x,y,2) = (u(z,y), v(z,y),0)"
des Vektorfeldes in den IR?

" 90 v du 90 v du\' -
YO'CQ(%%Z)—(a—y—a,%—%,%—a—y> = (0,0,v, — uy)

Also rot g 1= v, — uy,.
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Aufgabe 20:

Man berechne Divergenz und Rotation fiir folgende Vektorfelder mit z,y, z € IR

<

(z,y) = (ze?,2%y)",

g(z,y) = (2% siny)”,
3

a) f(z,y) = (ve,2%y)"

divf:f1x+f2y:6y+x2
rotf = for — f1y = 22y — ve?

b) g(z,y) = («° siny)"

divg = g1z + g2y = 32% + cosy
rotg = g2z — g1y = 0

c) div(3f — g) = 3divf — divg
=3(e¥ + 2%) — (322 + cosy) = 3e¥ — cosy

rot(3f — g) = 3rotf — rotg
= 3(2zy — xe¥) — 0 = 6y — 3zeY

alternativ:

3f(z,y) —g(z,y) = (BreY — 23,322y — siny)”

div(3f — g) = 3¢¥ — 32% + 32* — cosy = 3e¥ — cosy
rot(3f — g) = 6xy — 3zeY
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d) h(z,y,2) = (2 + 12 + 22,22+ + 22 22 + 12 + 22)"
divh = hlx + hzy + hgz =2r+ 2y + 2z

roth = (hgy — has, hiy — hag, hoy — h1y)T = (2y — 22,22 — 22,220 — 2y)T

alternativ:
1
h('ray?’z) = 90(3:7y7 Z)’U mit (p(xvya Z) = xQ + y2 + 22 und v = 1
1
Man erhalt

Vo = (2z,2y,22)", dive =0, rotv =0 und
(V) x v = (2y — 22,22 — 21,22 — 2y)T.

Damit ergibt sich
divh = (Vp,v) + ¢ divo = (Vp,v) = 22 4 2y + 22
roth = (V) X v+ ¢ rotv = (Vo) x v = (2y — 22,2z — 2z, 2z — 2y)7.

2 2

e) u(r,y,2)= (2 —y* - 2%, y* —x —22722—x2—y2)T
dive = uyy + ugy + us, = 22 + 2y + 22

rotu = (ugy — Usz, U1, — Usg, Uy — Ury)! = (—2y + 22, —22 + 2z, —2x + 2y)

f) div(h + u) = divh + dive = 2(22 + 2y + 22)

rot(h + u) = roth + rotu = 0

alternativ:
h(z,y,2) +u(z,y,2) = (227, 2y, 22%)
divi(h +u) = (hy +u1)y + (he +u2)y + (hg +u3), = 4o+ 4y + 4z

rot(h +u) = (0—0,0—0,0—0)T =0



