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Analysis 111
fiir Studierende der Ingenieurwissenschaften

Blatt 7, Hausaufgaben

Aufgabe 1:

a) Gegeben sei die Menge

2
x 2 . Y 2

D = R : = -2 < < 4 —
{<y)6 2 == y}

Skizzieren Sie die Menge D und bestimmen Sie den Schwerpunkt von D bei homogener
Massendichte (Masse/Flacheneinheit) p= 2.

Hinweis: Es gilt
Masse: M :/ plx)dx
D

1
Schwerpunkt: X, = v / p(x) xdxe  (komponentenweise)
D

b) Sei K :={(z,y,2)" € R®:a?+y*+ 22 <1, 2> 0} . Berechnen Sie

| 7 =iy

Hinweise:
- Verwendung von Kugelkoordinaten spart Arbeit.
- Es gilt cos(2t) = cos?(t) — sin(t) .

Losungsskizze Aufgabe 1:

a) Wie man der Skizze entnimmt gilt

2
D = {(z) cER?: 2<y < 2,%—2 <z < 4—y2} [1 Punkt]
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Aufgabe 1a, Klausur 21.02.2007

N
T

15F

[1 Punkt]

Zur Berechnung des Schwerpunktes, rechnet man zunéchst die Masse M aus.

2 4—92 2 y2
M:/ / pdxdy:Q/ 4—y*— 4 2dy
y2 2
—2 J& o -2

3 2
=2 [—% + 6y] =4(—4+12) =32 [2 Punkte]
-2

Fiir die y—Komponente des Schwerpunktes gilt aus Symmetriegriinden : y, = 0. [1
Punkt]

Fiir die  -Komponente des Schwerpunktes erhélt man

1 2 4—y? 1 2 1 @2_4)2
= — = — 2 —((4—y*)? - Tt
o M /_2 /§_2 pu dudy M /_2 2 (( y) 4 >dy

1?3 3 8, 7’

= — | ZU—yPdy = —— |16y — 2>+ =
), v 8'16{ o3y
3 64 32 3 3 4

— 329 - — 4+ ) == — 14+ — = —, 2 Punkt
s -3 Hy) =g ltg=5 (2 Punkte]

b) Ubergang zu Kugelkoordinaten ergibt (vgl. Blatt 2, Aufgabe 2) mit

R* x [0,27] x [0,Z] — R?

P - r 7 CoS ¢ cos 0
¢o| — | rsingcosf
0 rsin 6

cospcosf —rsingcosf —r cos ¢sinf
J® = |[singcosf rcospcosf —r sin ¢psind
sin 0 0 rcosf
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cos¢pcosf —rsingcos
sin¢cosf rcos@cost

—rsin¢gcosf —r cos ¢sinf

det @ =sin¢ rcos¢gcosfl —r sin ¢sinf

+ rcosf

=sinf (r” sinf cosf(cos” ¢ + sin” ¢))
+ rcosf (rcos®6(cos® ¢ + sin’ ¢))

= r?cosf (cos? @ +sin? ) = r?cosf,

| 7 =)ty ) -

1 5 27
/ / /r2 (sim2 © — cos® gp) cos? 0 - r* cos @ dy df dr
00 0

1 2 21

:/r4/cosg(9) /—0052<pd<p dfdr =0

0 0 0
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Aufgabe 2:
Gegeben sei der Korper K = {x € R3 |22 +¢*<4,0<z<5—-z+y, }
und das Vektorfeld f(x) := (z,y, 2(2* + y*)z)7T.
a) Skizzieren Sie K und geben Sie Parametrisierungen fiir die drei glatten Fliachenstiicke
Fy, F5 und F3 an, die K beranden.
b) Berechnen Sie den Flul von f durch die Flichenstiicke F}, F» und Fj

¢) Berechnen Sie das Volumenintegral [ div f d& und verifizieren Sie damit fiir dieses
K
Beispiel den Gauflschen Integralsatz.

Losung:

a) 22+ y* <4 : Zylinder mit Radius 2, Achse = z— Achse
Nach unten begrenzt durch z > 0 also x — y— Ebene
Nach oben begrenzt durch Ebene z =5 —z 4y

Parametrisierung F; = Boden: Kreisscheibe in x — y— Ebene um Null

7 COS @

pi(r,¢) = | rsing | | re[0,2], ¢ €[0,2n]
0

Parametrisierung I, = Mantel: 2> +¢y?>=4,0<z2<5—x+y

2cos ¢
po(p,z) = | 2sin¢ | | ¢ € 0,27], z € [0, 5 — 2cos ¢ + 2sin ¢
z

Parametrisierung Fj3 = Dach:
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Projktion auf x — y— Ebene = Kreisscheibe, 2 =5 —x +y

7 COS @

p3(r, @) = rsin ¢ , re[0,2], ¢ €[0,2n]
5—rcos¢+ rsing

b) Fluss durch F:

op, op cos 10} —rsin ¢ - 0
— X — = |[sing | x | rcosgp | = [0
or — 0¢ 0 0 r

AuBere Normale weist nach unten. Also wiihle

o O

_ 9 Op _
e or

(51

flz) = (z,y, 2> +y*)2)".

f(pi(r,6) = f(rcos¢,rsing,0) = (rcosep,rsing,0)"

< f(pi(r,0), v1>=0 = £do =0

Py
Durch den Boden fliefit nichts!
Fluss durch F:
—2sin ¢ 0 2cos ¢
Ops X %: 2cos¢p | x [0 = | 2sin¢ | = va(o, 2)
0¢p 0z 0 1 0

AuBere Normale weist nach auen. Vorzeichen des Kreuzproduktes stimmt also!
flz) = (2,5, 20" +y%)z)".
f(p2(0,2) = f(2cosp,2sing, z) = (2cos¢,2sin ¢, 8z) "
< f(p2(0,2)), v2(d,2) > = dcos’(9) +4sin’*(¢) = 4

2m 5—2cos ¢+2sin¢ 21 )
f-dO = / / ddzdp = / [4Z]S*2cos¢>+2s1n¢d¢
0 0 0
2m

= 4/ 5 — 2cos ¢+ 2sin ¢pdo
0

By

=4-5-2m = 407.

Fluss durch Fy: ps(r,¢) = (rcos¢, rsin¢g, 5 —rcos ¢ + rsin @)

cos ¢ —rsin ¢ r
% X % = sin ¢ X T COS ¢ = | —r]0:=uvs(r¢)
" ¢ —cos ¢ + sin ¢ rsin ¢ + 1 cos ¢ r

AuBere Normale weist nach oben. Vorzeichen des Kreuzproduktes stimmt also!
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flz) = (z,y, 2(2*+y?)2)"

f (ps(r, ) = (rcos ¢, rsin g, 2r*(5 —rcos ¢ + rsin¢))”

< f(ps(r,9)), v3 >= r’cos¢p — r’sing + 10r® — 2rtcos ¢ + 2rtsin ¢

2 2w
f-dO = / / (r2 cos¢ — rising + 10r® — 2rt cos ¢ + 2r' sin o) dodr
o Jo

2 21 2
= / / 1073 dpdr = 2w / 1073 dr = 807 .
0 0 0

c) K:xz=rcos¢p, y=rsing,rel0,2], ¢ e |0,2n],
0<z2<5—rcos¢+rsing
div £ (ry,2) = 1414202+ ?)

5—1rcos ¢+7rsin ¢
/ div f d(z,y, 2) / / / (24 2r%) - r dzdodr
K

// (2r 4 2r )(5—Tcos¢—|—rsm¢)d¢dr—/ (2r +2r%) - 107 drr

0

F3

24
= 10m(2% + 5) = 1207

Was nach dem Satz von Gauf3 auch zu erwarten war.



