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Aufgabe 1:

a) Gegeben sei die Menge

D :=

{(

x

y

)

∈ R
2 :

y2

2
− 2 ≤ x ≤ 4− y2

}

Skizzieren Sie die Menge D und bestimmen Sie den Schwerpunkt von D bei homogener
Massendichte (Masse/Flächeneinheit) ρ = 2 .

Hinweis: Es gilt

Masse: M =

∫

D

ρ(x )dx

Schwerpunkt: Xs =
1

M

∫

D

ρ(x ) x dx (komponentenweise)

b) Sei K :=
{

(x, y, z)T ∈ R
3 : x2 + y2 + z2 ≤ 1, z ≥ 0

}

. Berechnen Sie

∫

K

(y2 − x2) d(x, y, z)

Hinweise:

- Verwendung von Kugelkoordinaten spart Arbeit.

- Es gilt cos(2t) = cos2(t)− sin2(t) .

Lösungsskizze Aufgabe 1:

a) Wie man der Skizze entnimmt gilt

D :=

{(

x

y

)

∈ R
2 : −2 ≤ y ≤ 2,

y2

2
− 2 ≤ x ≤ 4− y2

}

[1 Punkt]
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Aufgabe 1a, Klausur 21.02.2007

[1 Punkt]

Zur Berechnung des Schwerpunktes, rechnet man zunächst die Masse M aus.

M =

∫

2

−2

∫

4−y2

y2

2
−2

ρ dx dy = 2

∫

2

−2

4− y2 −
y2

2
+ 2 dy

= 2

[

−
y3

2
+ 6y

]2

−2

= 4(−4 + 12) = 32 [2 Punkte]

Für die y –Komponente des Schwerpunktes gilt aus Symmetriegründen : ys = 0 . [1
Punkt]

Für die x –Komponente des Schwerpunktes erhält man

xs =
1

M

∫

2

−2

∫

4−y2

y2

2
−2

ρ x dx dy =
1

M

∫

2

−2

2 ·
1

2

(

(4− y2)2 −
(y2 − 4)2

4

)

dy

=
1

16

∫

2

−2

3

8
(4− y2)2 dy =

3

8 · 16

[

16y −
8

3
y3 +

y5

5

]2

−2

=
3

8 · 8
(32−

64

3
+

32

5
) =

3

2
− 1 +

3

10
=

4

5
. [2 Punkte]

b) Übergang zu Kugelkoordinaten ergibt (vgl. Blatt 2, Aufgabe 2) mit

Φ :























R
+ × [0, 2π] × [0, π

2
] → R

3







r

φ

θ






7→







r cosφ cos θ

r sinφ cos θ

r sin θ







JΦ =





cosφ cos θ −r sinφ cos θ −r cos φ sin θ
sin φ cos θ r cosφ cos θ −r sin φ sin θ

sin θ 0 r cos θ




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det Φ = sin θ

∣

∣

∣

∣

−r sin φ cos θ −r cos φ sin θ
r cosφ cos θ −r sin φ sin θ

∣

∣

∣

∣

+ r cos θ

∣

∣

∣

∣

cosφ cos θ −r sinφ cos θ
sinφ cos θ r cosφ cos θ

∣

∣

∣

∣

= sin θ
(

r2 sin θ cos θ(cos2 φ+ sin2 φ)
)

+ r cos θ
(

r cos2 θ(cos2 φ+ sin2 φ)
)

= r2 cos θ (cos2 θ + sin2 θ) = r2 cos θ ,
∫

K

(y2 − x2) d(x, y, z) =

1
∫

0

π

2
∫

0

2π
∫

0

r2
(

sin2 ϕ− cos2 ϕ
)

cos2 θ · r2 cos θ dϕ dθ dr

=

1
∫

0

r4

π

2
∫

0

cos3(θ)





2π
∫

0

− cos 2ϕdϕ



 dθ dr = 0
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Aufgabe 2:

Gegeben sei der Körper K := {x ∈ R
3 | x2 + y2 ≤ 4 , 0 ≤ z ≤ 5− x+ y, }

und das Vektorfeld f (x ) := (x, y, 2(x2 + y2)z )T .

a) Skizzieren Sie K und geben Sie Parametrisierungen für die drei glatten Flächenstücke
F1 , F2 und F3 an, die K beranden.

b) Berechnen Sie den Fluß von f durch die Flächenstücke F1 , F2 und F3

c) Berechnen Sie das Volumenintegral
∫

K

div f dx und verifizieren Sie damit für dieses

Beispiel den Gaußschen Integralsatz.

Lösung:

a) x2 + y2 ≤ 4 : Zylinder mit Radius 2, Achse = z−Achse

Nach unten begrenzt durch z ≥ 0 also x− y−Ebene

Nach oben begrenzt durch Ebene z = 5− x+ y

−2 −1 0 1 2
−2

0
2
0

1

2

3

4

5

6

7

8

Parametrisierung F1 = Boden: Kreisscheibe in x− y−Ebene um Null

p1(r, φ) =





r cosφ
r sinφ

0



 , r ∈ [0, 2], φ ∈ [0, 2π]

Parametrisierung F2 = Mantel: x2 + y2 = 4 , 0 ≤ z ≤ 5− x+ y

p2(φ, z) =





2 cosφ
2 sinφ

z



 , φ ∈ [0, 2π], z ∈ [0, 5− 2 cosφ+ 2 sinφ]

Parametrisierung F3 = Dach:
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Projktion auf x− y−Ebene = Kreisscheibe, z = 5− x+ y

p3(r, φ) =





r cosφ
r sinφ

5− r cosφ+ r sin φ



 , r ∈ [0, 2], φ ∈ [0, 2π]

b) Fluss durch F1 :

∂p1

∂r
×

∂p1

∂φ
=





cosφ
sin φ
0



 ×





−r sinφ
r cosφ

0



 =





0
0
r





Äußere Normale weist nach unten. Also wähle

v 1 =
∂p1

∂φ
×

∂p1

∂r
=





0
0
−r





f (x ) := (x, y, 2(x2 + y2)z )T .

f (p1(r, φ) = f (r cos φ, r sin φ, 0) = (r cos φ, r sin φ, 0)T

< f(p1(r, φ)), v 1 >= 0 =⇒

∫

F1

f dO = 0

Durch den Boden fließt nichts!

Fluss durch F2 :

∂p2

∂φ
×

∂p2

∂z
=





−2 sinφ
2 cosφ

0



 ×





0
0
1



 =





2 cosφ
2 sinφ

0



 = v 2(φ, z)

Äußere Normale weist nach außen. Vorzeichen des Kreuzproduktes stimmt also!

f (x ) := (x, y, 2(x2 + y2)z )T .

f (p2(φ, z) = f (2 cosφ, 2 sinφ, z) = (2 cosφ, 2 sinφ, 8z) T

< f(p2(φ, z)), v 2(φ, z) >= 4 cos2(φ) + 4 sin2(φ) = 4

∫

F2

f · dO =

∫

2π

0

∫

5−2 cosφ+2 sinφ

0

4 dz dφ =

∫

2π

0

[4z]5−2 cosφ+2 sinφ

0
dφ

= 4

∫

2π

0

5− 2 cosφ+ 2 sinφdφ

= 4 · 5 · 2π = 40π .

Fluss durch F3 : p3(r, φ) = (r cosφ, r sinφ, 5− r cosφ+ r sinφ)T

∂p3

∂r
×

∂p1

∂φ
=





cos φ
sinφ

− cos φ+ sin φ



 ×





−r sinφ
r cosφ

r sin φ+ r cosφ



 =





r

−r

r



 0 := v3(r, φ)

Äußere Normale weist nach oben. Vorzeichen des Kreuzproduktes stimmt also!
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f (x ) := (x, y, 2(x2 + y2)z)T .

f (p3(r, φ) = (r cosφ, r sin φ, 2r2(5− r cosφ+ r sin φ))T

< f(p3(r, φ)), v 3 >= r2 cosφ − r2 sin φ + 10r3 − 2r4 cosφ+ 2r4 sin φ

∫

F3

f · dO =

∫

2

0

∫

2π

0

(r2 cos φ − r2 sinφ + 10r3 − 2r4 cos φ+ 2r4 sinφ) dφdr

=

∫

2

0

∫

2π

0

10r3 dφdr = 2π

∫

2

0

10r3 dr = 80π .

c) K : x = r cosφ, y = r sin φ, r ∈ [0, 2], φ ∈ [0, 2π],

0 ≤ z ≤ 5− r cosφ+ r sin φ

div f (x, y, z) = 1 + 1 + 2(x2 + y2)

∫

K

divf d(x, y, z) =

∫

2

0

∫

2π

0

∫

5−r cos φ+r sinφ

0

(2 + 2r2) · r dzdφdr

=

∫

2

0

∫

2π

0

(2r + 2r3)(5− r cosφ+ r sin φ) dφ dr =

∫

2

0

(2r + 2r3) · 10π dr

= 10π( 22 +
24

2
) = 120π

Was nach dem Satz von Gauß auch zu erwarten war.


