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Blatt 6, Hausaufgaben

Aufgabe 1:

a) Gegeben sei das von einem Parameter a > 0 abhéngige Vektorfeld
T
PR SR fea) = (F5) L et

Fiir welche Parameter « ist das Vektorfeld quellenfrei (div f (x)=10)7

Gibt es ein «, so dass f wirbelfrei (rot f (z,y) := (f2). — (f1)y, =0) wird?
b) Gegeben sei das Vektorfeld

Flz,y, 2) = (2® +y+4z, y* + 22+ 5z, 22 + 32+ 6y) "
Berechnen Sie die Ausdriicke
V(div f) bzw. rot(div f), bzw. rot (rot f)

falls diese definiert sind. Einer der Ausdriicke verschwindet fiir die vorgegebene Funk-
tion f identisch. Zeigen Sie mit Hilfe eines Gegenbeispiels, dass dieser Ausdruck nicht
fiir beliebige f identisch verschwindet.

Losungsskizze Aufgabe 1:

a) Sei u:= f1, v:= fy. Dann gilt divf = u, +v,.
“y(-a)(a? + )2
(22 + y?)2

r(—o)(z? +y*)" "2y
(.I'Q + y2)2a
Das Vektorfeld ist fiir alle a > 0 quellenfrei. [2 Punkte]

Uyp =

Uy:

rot f (z,y) = vu(z,y) — uy(z,y).
B (IL'2 _l_yQ)a . .I'O((.I'Q +y2)a—12x

T (3:2 + y2>2a
(@) Fyalr® + )2y
Uy = 2 2\2
(22 + y?)*
¢ F (2.1) 2(2% + ) — 2(2* + y*)afa® +y?) ! 2-2a
ro x, = = .
Y (33'2 _|_y2)2a (.1’2 +y2)a

Die Rotation verschwindet also genau dann, wenn « = 1 ist. [2 Punkte]
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b) f(x,y,2)=(2?+y+4z, y*+22+ 5z, 22+ 3z + 6y )"

divf = 20+ 2y +22, V(divf) = (2,2,2)" .[2 Punkte]
(f3)y = (f2)- 6—2 0

rotf = (f1).—(f3) | =14—3]|, rot(rotf)=|0] .[2 Punkte]
(fQ)x_(f1>y 5—1 0

rot(div f) ist nicht definiert. [1 Punkt]
Hier verschwindet rot(rot f) identisch. Wie das folgende Beispiel zeigt, gilt das aller-

dings nicht fiir beliebige f .

i y? ) 0 i 6y
0| = rot f(z,y,2) = 0 — rot (rot f(z,y, z)) = | 0 | .[1 Punkt]
2
0

f(xa Y, Z) =
_3y

0
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Aufgabe 2)

Es seien fir ¢ = (x,y,2) € R? die Funktionen

cos(z +y) + 23 cos(z +y) + 23
f(x,y,2) = cos(z + y) und  g(z,y,2) = cos(z + y)
3u2° + % r2?

gegeben.

a) Berechnen Sie die Rotationen rot f und rot g.

b) Uberpriifen Sie fiir beide Vektorfelder f und g , ob diese ein Potential besitzen und
berechnen Sie gegebenenfalls ein solches.

¢) Berechnen Sie die beiden Kurvenintegrale fc fdx und fc gdx , wobei die Kurve c
gegeben ist durch

ct)=(t,2t, )" te0n],

Losung:
a) [2 Punkte]
(f3)y_(f2)z 0—-0 0
rot f = (fl)z — (fg)m = 322 — 322 = 0
(f2)a = (f1)y —sin(z +y) — (—sin(z +y)) 0
(93)y — (92)- 0—0 0
rot g= [ (91): —(93)s | = 32% — 22 = | 22
(92)a = (g1)y —sin(z +y) — (—sin(z +y)) 0
b)

Da rot g # 0, besitzt g kein Potential auf R?. [1 Punkt]

Berechnung des Potentials ¢ von f:

¢y = cos(z+y)+2*
= o(,y,2) = sin(z +y) + 22" + g(y, 2)

¢y = cos(z+y)+g, L cos(z +y)
=9,=0 = g=g(2)

2z
14 22

= g(z)=In(1+2*)+C, CER

6. = 32z +g. = 3222 +
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—= ¢(z,y,2) =sin(z +y) +z2* +In(1 + ) +C, CeR [3 Punkte]

)

Da die Funktion f das Potential ¢ besitzt, gilt

/fd:c = ¢(c(m)) — ¢(c(0)) = (sin(m+27m)+7 +In(l+7")) —(0+0+0) =

= 7' +In(1+ 7%

Alternativ direkt berechnen:

cos(3t) + t°
f(c(t)) = cos(3t) , telo,n]

5 2t2
3t° + T

elo,n] = ct)=(1,2, 20" , tel0,n]

3

(f(c(t)), c'(t)) = cos(3t) + 1%+ 2cos(3t) + 615 + 1? o=

4¢3
14 ¢4

= 3cos(3t) + 7t° +

\
=
8
Il
o\

[ 4¢3
"(t) ) dt = /(3605(315) +7t% + 1+t4> dt =
0

= [sin(3¢) +¢"+In(1+ t4)}g =7 +In(1+ 7% [2 Punkte]

Das Kurvenintegral fc gdx muss man direkt berechnen:

cos(3t) + t°
g(c(t)) = cos(3t) , tel0,7]
/5

(gle(t), c(t)) = cos(3t) +1° +2cos(3t) +2t° =
= 3cos(3t) + 3t°
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™

/gdw = /( g(c(t)), c(t) )dt = / (3cos(3t) + 3t°) dt

c 0
™

3 3
= |sin(3t) + =t7| ==x"
{sm( )+ - L =

Abgabetermine: 16.01.-20.01.17

0

™

[2 Punkte]



