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Aufgabe 1:

Berechnen Sie das Integral
∫

D
( x3 + xy2 + y ) d(x, y)

über den Viertelkreisring

D :=
{

(x, y)T ∈ R
2 : 4 ≤ x2 + y2 ≤ 9, x ≥ 0 , y ≥ 0

}

.

Lösung zur Aufgabe 1:

Übergang zu Polarkoordinaten liefert

D :=
{

(x, y)T ∈ R
2 : x = r cos(ϕ), y = r sin(ϕ), 2 ≤ r ≤ 3, 0 ≤ ϕ ≤

π

2

}

und

∫

D

( x3 + xy2 + y ) d(x, y) =

3
∫

2

π

2
∫

0

(r3(cos3(ϕ) + sin2(ϕ) cos(ϕ)) + r sin(ϕ)) r dϕ dr

=

3
∫

2

π

2
∫

0

r4 cos(ϕ)(cos2(ϕ) + sin2(ϕ)) + r2 sin(ϕ))dϕ dr =

3
∫

2

r4 [sin(ϕ)]
π

2

0
+ r2 [− cos(ϕ)]

π

2

0
dr

=

3
∫

2

r4 + r2 dr =

[

r5

5
+

r3

3

]3

2

=
243− 32

5
+

27− 8

3
=

211

5
+

19

3
= 48, 53̄.
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Aufgabe 2: Gegeben ist die mit einer Flüssigkeit gefüllte Kugelschale

D :=
{

(x, y, z)T ∈ R
3; 1 ≤ x2 + y2 + z2 ≤ 4, z ≤ 0

}

.
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In der Flüssigkeit befinden sich schwebende Teilchen eines Stoffes S . Die Dichte des Stoffes
S beträgt

ρ(x, y, z) = −z .

Berechnen Sie die Masse des Stoffes S in D .

Hinweis: 2 sin(θ) cos(θ) = sin(2θ) .

Lösungsskize zur Aufgabe 2:

Kugelkoordinaten:





x

y

z



 = Φ(u ) = Φ





r

ϕ

θ



 =





r cos(ϕ) cos(θ)
r sin(ϕ) cos(θ)

r sin(θ)





1 ≤ r2 = x2 + y2 + z2 ≤ 4 =⇒ r ∈ [1, 2]

z = r sin θ ≤ 0 =⇒ θ ∈ [−π

2
, 0]

Keine weitere Einschränkung : ϕ ∈ [0, 2π] .

∫

D

−z d(x, y, z) =

2
∫

1

2π
∫

0

0
∫

−π

2

−r sin(θ) (r2 cos(θ))dθ dϕ dr

= −

2
∫

1

2π
∫

0

r3
0

∫

−π

2

sin(2θ)

2
dθ dϕ dr = −

2
∫

1

2π
∫

0

r3
[

−
cos(2θ)

4

]0

−π

2

dϕ dr

= −

2
∫

1

r3
2π
∫

0

[

−1

4
−

1

4

]

dϕ dr

= π

2
∫

1

r3 dr = π

[

24

4
−

14

4

]

= π
15

4
.
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