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Analysis 111
fiir Studierende der Ingenieurwissenschaften

Blatt 5, Priasenzaufgaben

Aufgabe 1:

Gegeben ist das folgende Optimierungsproblem:

4
Gesucht sind die Minima von ~ f(x,y) = 2 — = + Y )

unter der Nebenbedingung — g(x,%) = 25 — 922 — 3> =0.

Losen Sie die Aufgabe mit Hilfe der Lagrangeschen Multiplikatoren Regel. Uberpriifen Sie
zunéchst die Regularitdtsbedingung.

Bemerkung: Die Aufgabe kann natirlich auch durch Elimination einer der Variablen geldst
werden. Hier soll aber an einem einfachen Beispiel die neu eingefiihrte Losungsmethode getibt
werden.

Loésung zur Aufgabe 1:

Regularititsbedingung: grad g(z,y) = (—=18x, —2y) # (0,0)7 ist auf der zuldssigen Menge
erfiillt, da (0,0) kein zuléssiger Punkt ist.

Eine notwendige Bedingung fiir (lokale) Optimalitéit lautet daher:

grad f(z,y) + A grad g(z,y) = 0.

Also haben wir das Gleichungssystem

—14+ A (—182) =0= A#0Az= —:L,
THA(-2Y) =0=A#£0Ay= 5,

25 — 922 — 2 =0.

Setzt man die Ergebnisse aus den ersten zwei Zeilen in die letzte Zeile an, so folgt:

9 92 0+4-4 1
L P A SN S M A
1202 92)2 — 82
25 1
BN = — = A=+ —
132 13

Wir erhalten also zwei Losungen:

— 1 - 1 _ _ 2 _
M= 0=y, = Lin=g,=4

und
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1 1 2 _ —4

A2:—1—8’l‘2:—m:1’y2: %_

Die zulassige Menge ist kompakt. Minimum und Maximum werden angenommen. Die einzi-
gen Kandidaten sind P, und P;.

f(P)=2+1+7, f(P)=2-1-7%.

Das einzige lokale Minimum (und damit das globale Minimum) auf der zuldssigen Menge
liegt in P, .

Alternativ: Fir die Hessematrix rechnet man:

—18\ 0
H, F(x,y;\ p) = ( 0 _2)\>-

Diese ist fiir A\; negativ definit und fiir Ay positiv definit. Also liegt im Punkt

P = (_41> ein Maximum vor und im Punkt

P, = (_1 4) ein Minimum.
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Aufgabe 2:

Gegeben sei die Minimierungsaufgabe
flz,y,2) == 2x + y + z = min!

unter den Nebenbedingungen
g(z,y,2) == 2> + > + 22 =0.
h(z,y,2) == 2> + (y — 2)* = 1.

a) Zeigen Sie, dass xo = (1,2,2)T zusammen mit geeigneten Multiplikatoren ein stati-
ondrer Punkt der zugehorigen Lagrange-Funktion ist.

b) Zeigen Sie, dass im Punkt x, = (1,2,2)7 ein lokales Maximum der Funktion f
unter den gegebenen Nebenbedingungen vorliegt. Uberpriifen Sie dazu die hinreichende
Bedingung zweiter Ordnung.

Losungsskizze:

a) Notwendige Bedingungen erster Ordnung:
24 X220+ p-2r =0

1+ X2y+p-20y—2) =0

L+ X224+ p-(—2(y—2) =0

22+ oyt 4+ 22 =9

2+ (y—2)? =1

Fiir 2o = (1,2,2)7 lautet das System
2422+ 2 =0
I +4X-+p-0=20
1 +4\-+p-0=0

1+4+4=9
14+ (0?2 =1
Das System ist fiir A = —i und p = —% erfiillt.

b) Die zu untersuchende Hessematrix ist

2(\ + ) 0 0
H(A\p) = 0 20+ ) —2p
0 =21 2N+ p)
Im Punkt x¢ = (1,2,2)T zusammen mit den Multiplikatoren \ = —i und p = —%,
also
-2 0 0
H=[0 -2 2
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Aus dem Satz von Gerschgorin (bekannt aus Lineare Algebra) folgt, dass kein Eigen-
werte von H grofler als —2 + % sein kann.

Alternativ : A\; = —2 (direkt auf der Diagonalen ablesbar),
< 3 < 3
(—2—/\)2—(5)2:0: Aoy = =2+ 5.

Alle Eigenwerte sind negativ. Es handelt sich also um ein lokales Maximum.
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