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Aufgabe 1:

a) Man berechne das Taylor-Polynom 2.Grades für die Funktion

f(x, y) = (y + cos y) sinx

im Entwicklungspunkt (x0, y0) =
(π

2
, 0

)
.

b) Man berechne und klassifiziere alle stationären Punkte der Funktion

f(x, y) = x2 + y4 − y2 .

Lösung:

a) f(x, y) = (y + cos y) sinx ⇒ f
(π

2
, 0

)
= 1

fx(x, y) = (y + cos y) cosx ⇒ fx

(π

2
, 0

)
= 0

fy(x, y) = (1 − sin y) sinx ⇒ fy

(π

2
, 0

)
= 1

fxx(x, y) = −(y + cos y) sin x ⇒ fxx

(π

2
, 0

)
= −1

fxy(x, y) = (1 − sin y) cosx ⇒ fxy

(π

2
, 0

)
= 0

fyy(x, y) = − cos y sin x ⇒ fyy

(π

2
, 0

)
= −1

T2

(
x, y;

π

2
, 0

)
= f

(π

2
, 0

)
+ fx

(π

2
, 0

)(
x − π

2

)
+ fy

(π

2
, 0

)
y

+
1

2

(
fxx

(π

2
, 0

)(
x − π

2

)2

+ 2fxy

(π

2
, 0

)(
x − π

2

)
y + fyy

(π

2
, 0

)
y2

)

= 1 + y − 1

2

(
x − π

2

)2

− y2

2

b) grad f(x, y) = (fx(x, y), fy(x, y)) = (2x, 2y(2y2 − 1) = (0, 0)

⇒ x = 0 und y = 0 ∨ y = 1/
√

2 ∨ y = −1/
√

2

stationäre Punkte: P 1 =

(
0
0

)
, P 2 =

(
0

1/
√

2

)
, P 3 =

(
0

−1/
√

2

)

Hf(x, y) =

(
fxx(x, y) fxy(x, y)
fyx(x, y) fyy(x, y)

)
=

(
2 0
0 12y2 − 2

)

Hf(0, 0) =

(
2 0
0 −2

)
ist indefinit. Damit ist P 1 Sattelpunkt.

Hf(0,±1/
√

2) =

(
2 0
0 4

)
ist positiv definit. Damit sind P 2,3 lokale Minima.
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(ohne Wertung) Bild 1 b): f(x, y) = x2 + y4 − y2
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Aufgabe 2:

a) Gegeben sei das Vektorfeld f(x, y) = (ey + 2x + cos x, xey + 1 + cosh y)T .

(i) Man zeige, dass f ein Potential besitzt ohne es zu berechnen.

(ii) Man berechne ein Potential von f .

b) Gegeben seien das Vektorfeld f (x, y, z) =
(
y,−x, z3

)T
und der Körper

K =
{
(x, y, z)T ∈ IR3

∣∣ x2 + y2 + z2 ≤ 25
}

.

(i) Man skizziere K.

(ii) Man berechne den Fluss von f durch die Oberfläche von K.

Lösung:

a) (i) f besitzt ein Potential, denn es gilt rotf(x, y) = ey − ey = 0 und der IR2 als
Definitionsbereich von f ist einfach zusammenhängend.

(ii) Berechnung des Potentials Φ(x, y) durch Hochintegrieren:

Φx = ey + 2x + cos x ⇒ Φ = xey + x2 + sin x + c(y)

Φy = xey+1+cosh y
!
= xey +c′(y) ⇒ c′(y) = 1+cosh y ⇒ c(y) = y+sinh y+K

⇒ Φ(x, y) = xey + x2 + sin x + y + sinh y + K

b) (i)
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Bild 2 b): Kugel vom Radius r = 5
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(ii) Nach dem Gausschen Integralsatz kann der Fluss von f durch die Oberfläche
von K berechnet werden durch∫

∂K

f do =

∫
K

div f d(x, y, z)

Mit Kugelkoordinaten⎛
⎝ x

y
z

⎞
⎠ =

⎛
⎝ r cos ϕ cos ψ

r sin ϕ cosψ
r sin ψ

⎞
⎠ , 0 ≤ ϕ ≤ 2π , −π/2 ≤ ψ ≤ π/2 , 0 ≤ r ≤ 5

und divf = 3z2 erhält man

∫
K

div f d(x, y, z) =

5∫
0

2π∫
0

π/2∫
−π/2

3r2 sin2 ψr2 cos ψ dψdϕdr

=

5∫
0

2π∫
0

r4 sin3 ψ
∣∣π/2

−π/2
dϕdr =

5∫
0

2π∫
0

2r4dϕdr

=

5∫
0

4πr4dϕdr =
4πr5

5

∣∣∣∣
5

0

= 2500π

Alternativ kann der Fluss auch direkt berechnet werden mit der Parametrisie-
rung p der Kugeloberfläche ∂K:

p : [0, 2π] ×
[
−π

2
,
π

2

]
→ IR3 , p(ϕ, ψ) =

⎛
⎝ 5 cos ϕ cosψ

5 sin ϕ cos ψ
5 sin ψ

⎞
⎠

äußere Normale

∂p

∂ϕ
×∂p

∂ψ
=

∣∣∣∣∣∣
e1 e2 e3

−5 sin ϕ cos ψ 5 cos ϕ cosψ 0
−5 cos ϕ sin ψ −5 sin ϕ sin ψ 5 cos ψ

∣∣∣∣∣∣ = 25 cosψ

⎛
⎝ cos ϕ cosψ

sin ϕ cos ψ
sin ψ

⎞
⎠

Fluss durch ∂K

∫
∂K

f do =

2π∫
0

π/2∫
−π/2

25 cosψ

〈⎛
⎝ 5 sinϕ cos ψ

−5 cos ϕ cos ψ
53 sin3 ψ

⎞
⎠ ,

⎛
⎝ cos ϕ cos ψ

sin ϕ cosψ
sin ψ

⎞
⎠〉

dψdϕ

=

2π∫
0

π/2∫
−π/2

55 cos ψ sin4 ψdψdϕ = 552π
sin5 ψ

5

∣∣∣∣
π/2

−π/2

= 2500π


