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Kapitel 1: Differentialrechnung mehrerer Variablen

1.1 Partielle Ableitungen
Im Folgenden sei

f(x1,...,xn) eine skalare Funktion, die von n Variablen abhangt

Beispiel:

Die Zustandsgleichung eines idealen Gases lautet pV = RT.

Jede Grolde p, V und T laldt sich als Funktion der anderen darstel-
len:

RT
p(V;t) = —

RT
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T
(p, V) =¥



Definition: Sei D c R"offen, f : D — R, x° € D.

1) f(x) heilt in x° nach z; partiell differenzierbar, falls der

Grenzwert
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existiert. Dabei bezeichnet e; den :—ten Einheitsvektor.

Den Grenzwert nennt man die partielle Ableitung von f(x)
nach z; im Punkt x©.

2) Existieren fiir jeden Punkt x° die partiellen Ableitungen nach
jeder Variablen x;,7 = 1,...,n und sind diese stetige Funk-

tionen, so nennt man f(x) stetig partiell differenzierbar oder
eine C1-Funktion.



Beispiele:
1) Betrachte die Funktion

f(z1,x0) = 2% + 23

Fir einen Punkt x° € R? existieren beide partiellen Ableitungen
und diese sind auch stetig:

0

U Oy — oy OF

ox1 0xo
Die Funktion ist also eine C1(R2)—Funktion.

2) Die Funktion

x%) = 225

f(xz1,20) = z1 + |27

ist im Punkt x0 = (0, 0)? partiell differenzierbar nach der Ko-
ordinate x1, aber die partielle Ableitung nach x, existiert im
Ursprung nicht!



Konkretes Beispiel:

Der Schalldruck einer 1-d Schallwelle ist gegeben durch

p(x,t) = Asin(ax — wt)
Die partielle Ableitung

9p = aAcos(axr — wt)
ox

beschreibt zu einer festen Zeit ¢ die ortliche Anderungsrate des
Schalldrucks.

Die partielle Ableitung

Op = —wAcos(ax — wt)
ot

beschreibt fiir einen festen Ort « die zeitliche Anderung des Schall-
druckes.



Bemerkungen:

1) Sind f, g partiell nach z; differenzierbar, o, 8 € R, so gelten:

(@l () +89()) = anl () + 520 ()

0

— CAxv 9(x)) = = Oa g(x) + f(x) - @g (%)

P @ s

OO g(x) — f(x) - =2 (x)
o (f(x)\ _ @a@ @a@ <
A,&xvv B g(x)2 9 FED

2) Man verwendet auch andere Bezeichnungen:

Dif(x°)  oder  fu;(x°)



Definition: Sei f . D — R, D C R" offen, in einem Punkt x9 e R
(nach allen Koordinaten) partiell differenzierbar.

1) Der Zeilenvektor
DF(x%) = (27 (x0y.... 9T (x0y
@&H @&3
heilt die Ableitung von f(x) in x©.

2) Man schreibt auch als Spaltenvektor:

@HH .gwgﬁ
und bezeichnet dies als Gradient, den symbolischen Vektor
o0 o .1
V=(0(——...,—
@HH Qgﬁv

als den Nabla—Operator.

T
grad f(x°) = Vf(x?) := A@ x0),..., 2L xOVv



Bemerkung: Seien f(x) und g(x) partiell differenzierbar auf D.
Dann gelten die folgenden Differentiationsregeln:

grad (af +8g) = a-gradf+ 3-gradg
grad (f - g) g-grad f 4 f -gradg
f

1
grad g = md@.m_ﬁmax|x.maamvv 970

Beispiel:

1) Sei f(xz,y) = e* - siny. Dann gilt:
grad f(z,y) = (¥ -siny, e® - cosy)! = e®(siny, cosy)’

2) Furr(x) := ||x]|» gilt:

X X

dr(x) = = ——o0 X
PRI =0 T T




Wichtige Beobachtung:

Eine nach allen Koordinaten partiell differenzierbare Funktion ist
NICHT unbedingt stetig!!!

Beispiel: Betrachte die Funktion f : R? — R definiert durch

-y for (o
\.A.Hu@v = AHM I_I @MVM ur A u@v # 0
0 : far ARv@v =0

Die Funktion ist auf ganz R? partiell differenzierbar und

fz(0,0) fy(0,0) =0

0 2
L@y = gty bt
8

(2 +42)2 (224 42)3 (z,y) # (0,0)




x a@m

(22 +y2)2 ﬁam + y2)3’

Ty = (2,9) # (0,0)
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Beispiel: (Fortsetzung)

Berechnung der partiellen Ableitungen im Punkt (29, 4°) = (0, 0):

t-0
—0
&8 0) = lim {0 —F0.0) _#+02)2 " _,
t—0 t t
O-t 0
0.0 =y 0.0-10.0 _ @+P2

Aber: Im Punkt (29, 4°) = (0, 0) ist die Funktion nicht stetig:
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Also gilt:
im  f(z,y) # f(0,0) =0

(z,y)—(0,0)



Damit eine partiell differenzierbare Funktion auch stetig ist, benotigt
man zusatzliche Eigenschaften, z.B.

Alle partiellen Ableitungen sind beschrankt.

Satz:

Ist f : D — R, D C R" offen, in einer Umgebung von xY € D
of

partiell differenzierbar, und sind die partiellen Ableitungen . =
Ly

1,...,n, dort beschrankt, so ist f(x) stetig in x°.

Bemerkung:

In unserem Beispiel sind die partiellen Ableitungen in einer Umge-
bung vom Punkt (29, 4°%) = (0, 0) nicht beschrankt:
of

2
oy = s — Ao,
Oz (2 +y2)2 (22 +y?)3

(z,y) # (0,0)
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Beweis des Satzes:
Fir ||x — x9|co < €, € hinreichend klein, schreiben wir:

,\,ANV T ,\,ANOV — A\JAHHQ cee gbuﬁln_.gmuiv T ,\,AH”_L s vHﬁlHuHmvv

+ (f(z1,.. s zp_1,29) — f(x1,..., Tp_o, 20 _1,29))

I_I A,\»AHHvHWV...V&.\wv T \Ag%gvmﬁmvv
Bei jeder Differenz auf der linken Seite, betrachten wir f als eine
Funktion einer Variablen, zum Beispiel

g(xn) — g(@d) = f(z1,.. ., opn_1,2n) — F(T1,. ., Tp_1,T0)

Da f partiell differenzierbar, ist g differenzierbar und es gilt der Mit-
telwertsatz:

g(xn) — g(z) = g'(€n) (wn — z3)
fUr ein geeignetes &, zwischen x,, und am.
12



Anwendung des MWS fur Funktionen einer Variablen auf jeden
Term der rechten Seite ergibt:

0
=769 = Sl wn1,6) - o - 2D)

Ln
0

+ w260 1,89 - (o1 — 20
Ln—1
0

+ %AMHvavaMVARH|R%V
L1

Sind die partiellen Ableitungen in der Umgebung ||x — x9||cc < ¢
beschrankt, so qilt:

f(x) — FxO)] < Crlzr — 29 + ... + Clan — 27
und damit ist f(x) stetig in x°, denn
f(x) = f(x%)  fir |x =x%c — O
13



Hohere Ableitungen

Definition:

Eine skalare Funktion f(x) sei auf einer offenen Menge D C R"
partiell differenzierbar. Sind die partiellen Ableitungen wiederum
partiell differenzierbar, so erhalt man die partiellen Ableitungen
zweiter Ordnung:

0°f 0 [of

Beispiel: Partielle Ableitungen zweiter Ordnung einer Funktion

f(z,y):
0°f _ 0 (2 °fr _ 0 (%) o0°f 0%
0r2 Oz \dz/)  Oydx Oy \dz) Oxdy Oy
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Seinuniq,... i € {1,...,n}. Dann definiert man rekursiv

@w\; o @wlp,\»

Ox; Ox; . ...0x4 Oxi \ Oz 0xy ...0T;




Definition: (Fortsetzung)

Die Funktion f(x) heil3t k—fach partiell differenzierbar, falls alle
Ableitungen der Ordnung k auf D existieren:

o f

@&ﬁ@&?lp “ o @&&H

= @&WGSAIH ce usw,\u — .\&@H&:ﬂ

Sind all diese Ableitungen zudem stetig, so heif’t die Funktion f(x)
k—fach stetig partiell differenzierbar oder auch C*~Funktion auf
D, k=1,2,3,....

Stetige Funktionen f(x) nennt man auch C°—Funktionen.

Beispiel: Gegeben sei die Funktion f(x1,...,2n) = m aw
i=1

Dann qilt:

orf

@R:...mwbw”_.
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ACHTUNG:

Die Reihenfolge, in der die partiellen Ableitungen durchzufuhren
sind, ist

I. Allg. nicht beliebig vertauschbar!

Beispiel: Gegeben sei die Funktion

( z2 — y? .
foy) =1 V2 far (z,y) # (0,0)

0 ;. fur (z,y) = (0,0)

Man berechnet direkt

_ 0 (9f _
Fr(0,0) = o A%Apovvl 1
fyz(0,0) = w &AOQOV =41

16



Satz: (Vertauschbarkeitssatz von Schwarz)

Ist f : D — R, D C R" offen, eine C2—Funktion, so gilt
faralles,57 € {1,...,n}:
0%

Beweisidee:

02 f

@&smw&u v v

(x1,...,2n) =

Zweifache Anwendung des Mittelwertsatzes.

Folgerung:

Ist f(x) eine C*—Funktion, so kann man die Reihenfolge der Diffe-
rentiationen zur Berechnung der partiellen Ableitungen bis zur k—ten
Ordnung beliebig vertauschen!

17



Beispiel: Gegeben sei die Funktion

f(z,y,2) = y22zsin(z>) 4+ (coshy + Hﬂmawvww
Zu berechnen ist die partielle Ableitung dritter Ordnung fzy-.

Die Reihenfolge der Ableitungen ist vertauschbar, da f € C3.

1) Leite zunachst nach z ab:

% = y2sin(z3) + 2z(coshy + 17¢%°)
<
2) Jetzt leiten wir f, nach x (damit fallt cosh y raus):
frex = % A 2sin(z>) + 2z(coshy + Hﬂmawvv
xZr

= 3z%y?cos(z>) + 68126

3) Fur die partielle Ableitung von f., nach y erhalten wir:

foyz = m%m@ nOmA&wv

18



Der Laplace—Operator ist definiert durch

ppa
A = —=
2
i=1 97;
Fir eine skalare Funktion u(x) = u(x1,.
n 92y
NAu = — =
(8 sm @&W Uxqixq +

.., xn) istalso

oot Uz,

Bedeutung: Partielle Differentialgleichungen zweiter Ord-

nung

Utt Au (Wellengleichung)

ut

Au (Warmeleitungsgleichung)

Au = 0 (Laplace—Gleichung oder Potentialgleichung)

19



Vektorwertige Funktionen

Definition: Seif : D — R™, D C R" offen, eine vektorwertige
Funktion.

Die Funktion f heil3t partiell differenzierbar in x0 ¢ D, falls fiir alle
1 =1,...,n die Grenzwerte
0 N 0
mw.Hs. t—0 t

existieren.
Die Berechnung erfolgt komponentenweise

(971
Ox;
®|m NOV = &.
ox; O fm

\ 0z; /

20



Definition:
Fur m = n nennt man die Funktion f : D — R" ein Vektorfeld auf

D. Ist jede Koordinatenfunktion f;(x) von f = (f1,..., fn)! eine
Ck—Funktion, so nennt man f ein C*-Vektorfeld.

Beispiele fur Vektorfelder:

e Geschwindigkeitsfelder von stromenden Flissigkeiten oder Ga-
sen,

e elektromagnetische Felder oder

e Temperaturgradienten in Festkorpern.

Definition: FUr ein partiell differenzierbares Vektorfeld f : D —
R™ definiert man die Divergenz durch
= Of;

div f(x°) :=
WUH Oz;

(x?)

21



Andere Notationen:

divf(x) = VIf(x) = (V, f(x))



Bemerkung:
Es gelten die folgenden Rechenregeln:

div (af + Bg)
div (¢ - f)

adivf 4+ gdivg
(Vo,f) + pdive

Bemerkung:

Ist f : D — R eine C2—Funktion, so gilt fir den Laplace—Operator
Af =div(VSf)

Definition:

Fir partiell differenzierbares VektorfeldimR3,f : D — R3, D ¢ R3

offen, definiert man die Rotation durch

Ofz Of2 8f1 Ofs O0f2 @?vﬂ_ .

Oxo Ox3 Orz Ox1 Ox1 Oxo

rot f(x°) 1= A

22



Andere Notationen:

€1 €2 €3
rot f(x) =V x f(x) = @WH @Wm mww
fi f2 3
Bemerkung:

Es gelten die folgenden Rechenregeln:

rot (aof + 8g) = a«arotf 4+ Brotg
rot(p-f) = (Vy) xf+ protf
Bemerkung:
Ist o : D — R, D C R3, eine C2—Funktion, so folgt aufgrund des
Vertauschbarkeitssatzes von Schwarz
rot(Vyp) =0,

d.h. Gradientenfelder sind stets rotationsfrei.
23



1.2 Das volistandige Differential

Definition:

Sei D C R"” offen, x° € D und f : D — R™. Die Funktion f(x)
heilt differenzierbar in x° (oder vollstiandig bzw. total differen-
zierbar), falls es eine lineare Abbildung

1(x,x°) ;= A - (x — x9)

mit einer Matrix A € R(mn) gibt, fur die die Approximationseigen-
schaft

f(x) = f(x%) + A - (x —x%) + o(|Ix — x°||)

d.h.

_ 0y _ A .(x — 0
im f(x) —f(x") — A (x—x") —0
xR0 Ix — O]

erfullt ist.
24



Bezeichnungen:

Man nennt die lineare Abbildung 1 das (vollstandige oder totale)
Differential von f(x) im Punkt x° und bezeichnet 1 mit df (x°).

Die zugehorige Matrix A heil3t Jacobi—Matrix oder Funktionalma-
trix von f(x) im Punkt x° und wird mit J £(x9) (manchmal auch mit
Df(x°) oder f/(x9)) bezeichnet.

Bemerkung:

Fur m = n = 1 erhalten wir die aus Analysis | bekannte Beziehung

f(x) = f(x0) + f'(z0) (= — o) + o(lz — xq])
fUr die Ableitung f'(zg) im Punkt zq.

Bemerkung:

Im Fall einer skalaren Funktion (m = 1) ist A = a ein Zeilenvektor
und a(x — x9) ein Skalarprodukt (a’’, x — x0).
25



Satz: Seif: D — R™ x% ¢ D c R D offen.
a) Ist f(x) in x© differenzierbar, so ist f(x) auch stetig in x°.

b) Ist f(x) in x© differenzierbar, so ist das Differential und damit
auch die Jacobi—Matrix eindeutig bestimmt und es gilt

0 0

\@m%v @m )\ [ DAGO)
Jf(x°) = ” —

0 2 |\ oaacs

c) Ist f(x) eine C1—Funktion auf D, so ist f(x) auf D (vollstandig)
differenzierbar.
Bemerkung:

Man beachte, dass differenzierbar hier vollstandig/total differen-
zierbar bedeutet.
26



Beweis von a):
st f in x© differenzierbar, so gilt nach Definition

im f(x) —f(x9) — A (x—x9) _

x—x0 Ix — %9

0

Daraus folgt aber

im |If(x) —f(x°) — A - (x—x9)|| =0

N..lvmo

und wir erhalten

If(x) — £ < f(x) —f(x?) —A - (x—x)|+ A (x—x)|]
— 0 fiir x — x9

Damit ist die Funktion f stetig im Punkt x©.

27



Beweis von b):
mm_x“xon_uﬂms.. it| <e,ie€{l,...,n}.
Da f im Punkt x°© differenzierbar ist, folgt
f(x) — f(x9) — A (x—x9)

lim =0
x—x0 1% — %900

Wir schreiben nun
f(x) — f(x9) — A (x —x9) f(x9 + te;) — f(x0) tAe;
Ix — x0loc t L
_ _M_ . AmAxo + ﬂva - f(x%) >m&v
— 0 (t — 0)

28



Daraus folgt

lim
t—0

f(x° + te;) — £(x9)

t

— kPm&

i=1,.



Beispiel:

a) Betrachte die skalare Funktion f(z1,z5) = x1e2%2. Dann lau-

tet die Jacobi—Matrix:

Jf(z1,22) = Df(z1,22) = e*¥2(1,2z27)
b) Betrachte die Funktion f : R3 — R? definiert durch

f(x1,20,23) = A

L1223

m_DARH + 25 + w&wv v

Die Jacobi—Matrix ergibt sich in der Form

[ 0ft Oft 0f1 J
0 0 0
HﬂARHV%Muva — mwww mww.w @W.W
/ Oxr1 Oxzp Ox3 ¥

wobei s = x1 4+ 2x> + 3x3.

A

T3 T1x3 1T
COSs 2C0Ss 3CO0Ss

29
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Beispiele:
c) Seif(x) = Ax, A € R(m1) yund x € R™. Dann gilt
Jf(x) = A VxeR"

d) Sei f(x) = xT'Ax = (x, Ax), A € R(»") ynd x € R™. Dann
gilt

0
of = (e;, Ax) 4+ (x, Ae;)
@Ss.

= mWPN + x! Ae;

= x' (AT 4+ A)e;

Daraus folgt
Jf(x) = Df(x) =x" (A" + A)

30



Satz: (Differentiationsregeln)

1) Linearitat Sind f,g : D — R™ differenzierbar in x° € D, D
offen, so ist auch af(x°) + Bg(x®), a, 3 reell, differenzierbar
in x° und es gilt

d(of + 8g)(x°) = adf(x?) + Bdg(x°)
J(of + 8g)(x%) = aJf(x”) 4+ BJIg(x?)

2) Kettenregel Istf : D — R™ differenzierbar in x° € D, D
offen, und ist g : E — RF differenzierbariny® = 7(x°) € E C
R™ E offen, soist g o f ebenfalls in x0 differenzierbar.

FUr die Differentiale gilt
d(g o f)(x%) = dg(y?) o df(x°)

und analog fur die Jacobi—Matrizen

J(gof)(x") = Jg(y?) - IF(x")

31



Beispiel: (zur Kettenregel)

Seih : I — R", I C R Intervall, eine in tg € I differenzierbare
Kurve mit Werten in D C R"™, D offen,und f : D — R eine in
x0 = h(tq) differenzierbare skalare Funktion.

Dann ist auch die Hintereinanderausfuhrung

(foh)(®) = f(h1(?),...,hn())
in tg differenzierbar, und fur die Ableitung qgilt:
(f oh)'(to) Jf(h(¢o)) - Jh(to)

= Df(h(to)) - h'(to)

= 3 U w(to)) - hyto)

=197k

32



Richtungsableitungen

Definition: Sei f : D — R, D C R" offen, x0 € D. Fir einen
Vektor v € R\ {0} heil3t

0 _ 0
Dy F(x0) i 1im £ C0 ) = 1)
t—0 t
die Richtungsableitung (Gateaux—Ableitung) von f(x) in Rich-
tung v.

Beispiel: Sei f(z,y) = 2° + y? und v = (1,1)’. Dann gilt fiir
die Richtungsableitung in Richtung v:

im @D+ 1) - —y?
t—0 4

— im Dat + t2 + 2yt + t2

t—0 (4

= 2(z+y)

@z\ \.AHQHQV

33



Bemerkung:

1) FUr v = e, ist die Richtungsableitung gerade die partielle Ab-
leitung nach z;:

@
Dy 7(x%) = 210

2) Ist v ein Einheitsvektor, also ||v|| = 1, so beschreibt die Rich-
tungsableitung Dy f(x°) die Steigung von f(x) in Richtung v.

3) Ist f(x) in x° differenzierbar, so existieren samtliche Richtungs-
ableitungen von f(x) in x° und es gilt:

Dy f(x°) = grad f(x°) - v
Dies folgt aus Anwendung der Kettenregel fiir h(¢) := x° + tv

Dy f(%) = % (f o W]y = grad /(x°) - W/(0)

34



Satz: (Eigenschaften des Gradienten)
Sei f : D — R, D C R" offen, in x° € D differenzierbar.

1) Der Gradientenvektor grad f(x°) € R” steht senkrecht auf der
Niveaumenge
Ny ' ={x€D : f(x) = f(x°)}

Im Fall n = 2 nennt man die Niveaumengen auch Hohenlini-
en, im Fall n = 3 heiRen die Niveaumengen auch Aquipoten-
tialflachen.

2) Der Gradient grad f(x°) gibt die Richtung des steilsten An-
stiegs von f(x) im Punkt x° an.

Beweisidee:

1) Anwendung der Kettenregel
35



2) Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

1Dy £(x°)| < |lgrad £(x°)2



Krummlinige Koordinaten
Sei® : U — V, U,V C R"” offen, eine C1—Abbildung, fiir die die
Jacobimatrix J®(u®) an jeder Stelle u® € U regular ist.

Weiter existiere die Umkehrabbildung &1 : V — U und sei eben-
falls
eine C1-Abbildung.

Dann definiert x = ®(u) eine Koordinatentransformation von den
Koordinaten u auf x.
Beispiel: Polarkoordinaten

Betrachte fir n = 2 die (Polar)Koordinaten u = (r, ) mitr > 0
und —m < ¢ < 7 und setze

x r COS

y = rsSiny
mit den kartesischen Koordinaten x = (x, vy).
36



Umrechung von partiellen Ableitungen von u auf x

Zunachst gelten fir alle u € U mit x = ®(u) die folgenden Rela-
tionen:

d 1(®(w) = u
Jo (%) - J® () = I, (Kettenregel)
JeH(x) = (Je(m) ™"
Seinun f : V — R eine gegebene Funktion und setze

f(a) == f(®(u))

Dann folgt aus der Kettenregel:

of _ WU . 3 gt =L
@Q& mw&u. mw\gs @Hw

37



mit
_ 0%

- )
@Q&

g : G(u) 1= (¢7) = (J @ ()"



Abkiurzende Schreibweise:

Analog lassen sich die partiellen Ableitungen nach x; durch die par-
tiellen Ableitungen nach u; ausdrucken:

o M:U e
®|§ — = QS@|§
mit
(9i) = (¢") ' =@®) "= H'
Man erhalt diese Beziehungen durch Anwendung der Kettenregel
auf die Funktion ®—1.

38



Beispiel: (Polarkoordinaten)

Wir betrachten die Polarkoordinaten

r COS

x=&(u) = rSin @

Dann berechnet man

COSyp —rSiny

J&(u) = Sinyp 7 COSp

und damit

. ( 1 . /
COSp  Singp COSpy ——sSIingy

- T

(g¥) = (9i5) = )
—rSiny 7 COSp / Sinp —COSy \

*v

39




Die Umrechnung der partiellen Ableitungen lautet:

0 o 1 . 0
— = COSp— — —Sinp—
ox or r O
W = Sin 9 +m8m 9
oy ﬁ@ﬁ ﬁ@ﬁ

Damit lasst sich etwa der Laplace—Operator auf Polarkoordinaten
umrechnen:

0% > 0% sin(2p) 62 sin2yp 82  sin(2¢) & . sin?¢ 9
— — COS™ p— + + +

Ox2 or? r  Ordyp r2  Op? r2 Oy r Or
0% cin? 92  sin(2¢) 02 cos?p 92  sin(2¢) & . cos?y
0y or2 r  Ordyp r< 0y r Oy r Or

2 2 2 2
Al PP _P 1P 10
Oy2  Or2  r29¢02  r Or

Ox2
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Beispiel: (Kugelkoordinaten)

Wir betrachten die Kugelkoordinaten

7 COS (v COS 6

x=®(u) =| rsinpcosd
rsiné

Die Jacobi—Matrix ist dann gegeben durch:

COSp COSH —rsinpcosh
J®P(u) = | sinpcosfd rcospcosh
sin 6 0

—r COSpSiné
—rsSinesing
7 COS 6
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Partielle Ableitungen:

0 0 sinyp 0 1 0
— = COSyp COSfO — — — — COS ¢ Sinfd —
ox or 1rcosf@op r 00
1

9 = siny CcosfO — 9 + cosp 9 — —Siny sinf — 9
oy or 1rcosfodp r 00
W = m_s%W._.WOOmmW

0z or r 00

Laplace—Operator:

02 1 92 1 92 209 tan@ d
A=—+ — ——=
or2 ' r2cos260 0p2  r2002 ' r Or r2 00




1.3 Mittelwertsatze und Taylor—-Entwicklungen

Mittelwertsatz: Sei f : D — R eine auf einer offenen Menge
D C R™ differenzierbare, skalare Funktion. Ferner seien a,b € D
Punkte in D, so dass die Verbindungsstrecke

[a,b] :={a+t(b—a) : t € [0,1]}
ganzin D liegt.
Dann gibt es eine Zahl 8 € (0, 1) mit

f(b) — f(a) =grad f(a+6(b—a)) - (b—a)

Beweis: Wir setzen
h(t) ;= f(a+t(b —a))
Aus dem MWS flr eine Veranderliche folgt dann mit der Kettenregel
f(b) = f(a) = h(1) —hr(0) =r'(8)-(1-0)
grad f(a+ 6(b —a)) - (b —a)
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Bemerkung: Gilt die Bedingung [a,b] C D fir alle Punkte a,b €
D, so heil3t die Menge D konvex.

Beispiel: (zum Mittelwertsatz)

Gegeben sei die skalare Funktion

f(x,y) ;= cosx + siny
Offensichtlich gilt

f(0,0) = f(n/2,m/2) =1 = f(=/2,m/2) - f(0,0) =0
Nach dem Mittelwertsatz existiert ein 6 € (0, 1) mit

/2 7w/2

grad f | 0 /2 | 2

=0

In der Tat gilt diese Beziehung fiir § = 3.
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ACHTUNG:

Der Mittelwertsatz fur mehrere Variablen qilt nur fur skalare
Funktionen!!!

Beispiel: Betrachte die vektorwertige Funktion

COSt

£(t) == sint |’

t € [0,7/2]

Nun gilt

1 —1

f(r/2) — £(0) = 0 1

= O

und

?(o3) (5-o0) =5 (2
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Die Vektoren auf der rechten Seite haben die Langen /2 bzw. /2
!



Satz: (Mittelwert—Abschatzungssatz)

Die Funktion f : D — R sei differenzierbar auf der offenen Menge
D C R". Ferner seien a, b Punkte in D mit [a,b] C D.

Dann existiert ein 0 € (0, 1) mit

[f(b) —f(a)l> < ||[IJf(a+0(b—a))-(b—a)|>
Beweis:

Anwendung des Mittelwertsatzes auf die skalare Funktion g(x) de-
finiert durch

g(x) 1= (f(b) — f(a))" f(x)
Bemerkung:
Eine andere (abgeschwachte) Form der Mittelwert—Abschatzung ist

[f(b) —f(a)|| < sup [[JE£() - [[(b—a)]
¢ela,b]
wobei || - || eine beliebige Vektor— bzw. zugehorige Matrixnorm ist.
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Taylor—-Entwicklungen fur skalare Funktionen mehrerer Variablen
Zunachst definieren wir einen sogenannten Multiindex o € Nj als
a:= (a1,...,an) € Ng

Weiter sei

la| ;== a1+ ...+ an al = aq! ... ap!

Ist f : D — R |a|-mal stetig differenzierbar, so setzen wir

D= D{*D3?... DS = 5 S@E_\ an
T, ...0xp
wobei D;"" = D, ... D, und schreiben fir x = (z1,...,zn) € R"
Q@.I)_w:m_
o a1 Qo an

XU I=X 5. Ty
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Satz von Taylor:

Sei D c R™ offen und konvex, f : D — R eine ¢ 1—Funktion
und sei xg € D.

Dann qilt fur alle x € D die folgenden Entwicklung nach Taylor:

f(x) = Tm(x;x0) + Rm(x; X0)

TuGaxg) = 3 O gy
la|<m .
la|=m—+1 .

mit einem geeigneten 6 € (0, 1).
Beachte: Summation tUber |a| < m und |a| = m + 1.
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Herleitung der Taylorformel:
Wir definieren eine skalare Funktion einer Variablen ¢ € [0, 1] als

g(¢t) == f(xo + t(x — x0))
und berechnen die Taylor—Entwicklung um ¢t = 0.
Es gilt:
1
9(1) =9(0) +4'(0)- (1-0)+7¢"(€) (1-0)%,  ¢€(0,1)

Berechnung von ¢’(0):

d
g'(0) = %i + t(z1 — 23), 23 + t(za — 289), ..., 25 + t(zn — 29))|1=0
= Dif(xg)(z1 —29) + ...+ Dnf(x0)(zn — 22)
=y DB )
a=1 a!
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Taylor—Entwicklungum ¢ = O

g(1) = g(0) + 4'(0) + %§+ ,Q@A@ ¢ €(0,1)

Berechnung von ¢”(0):

”_.\\
~4"(0
M,QAV

1 d?

M%\Axo + t(x — X0))|t=0

S (D11£(x0) (w1 — 292 + D21/ (x0) (a1 — 29) (2 — 9)
+ ...+ Dy f(x0) (@ — a?)(mj — ) + ...+

+Dp 1 nfX0)(@n_1 — 2o_1)(@n — 25) + Dpnf(x0)(@n — z9)°

(x —xg)° (Vertauschungssatz von Schwarz!)
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Beweis der Taylor—Formel mittels vollstandiger Induktion!



Beispiel:
Berechne das Taylor—Polynom 15 (x; xg) zweiten Grades der Funk-
tion
f(z,y,2) = zy° sinz
zum Entwicklungspunkt (z, v, z) = (1,2,0)7L.

Zur Berechnung von T5(x; xg) bendtigen wir die partiellen Ablei-
tungen bis zur zweiten Ordnung.

Diese Ableitungen miissen am Punkt (z, vy, z) = (1,2,0){ ausge-
wertet werden.

Als Ergebnis erhalt man T5(x; xg) in der Form
Th(x;x0) =4z(x+y—2)
Berechnung auf Folie
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Beispiel:

Man berechne das Taylor—Polynom T3(x; xg) dritten Grades der
Funktion

f(x,y) = €Y cosx
zum Entwicklungpunkt xo = (0, 0)*":

1) unter Verwendung des Taylorschen Satzes,

2) unter Verwendung bekannter Reihenentwicklungen.

Berechnung auf Folie
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Bemerkung:

1) Das Restglied eine Taylor—Polynoms enthalt alle partiellen
Ableitungen der Ordnung (m + 1):

D®f(xg+60(x —x
5 f(xo + 6( 0))

ol

Rm(X;Xg) = (x —x0)°

|a|=m—+1
Sind all diese Ableitungen in der Nahe von xg beschrankt durch
C, so gilt die Restgliedabschatzung

§3+H
B (% %0)| < 7257 C lx = oll ™

Fur die Approximationsgute des Taylor—Polynoms einer cmtl_
Funktion folgt daher

(%) = Tin(x;%0) + O (|Ix — xo[ ™)
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Bemerkung: (Fortsetzung)

2) Man nennt die Matrix

friz1(X0) - fri2,(X0)
Hf(xq) =
fonz (X0) -+ fonz,(X0)
die Hesse—Matrix von f(x) im Punkt xg.

Hesse—Matrix = Jacobi—Matrix des Gradienten V f

Die Taylor—Entwicklung einer C3—Funktion lautet daher

FO) = f(x0) + grad f(x0) (x — x0) + 5 (x — x0) "HF (x0) (x — X0)

+0(Jlx — xo*)
Die Hesse—Matrix einer C2—Funktion ist symmetrisch.
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Kapitel 2: Anwendung der Differentialrechnung mehrerer Va-
riablen

2.1 Extrema von Funktionen mehrerer Variablen
Definition: Sei f : D - R, D c R*, x0 € D.
1) f(x) hatin x° ein globales Maximum, falls gilt:
vxe D f(x) < f(x)
2) f(x) hatin x° ein strenges globales Maximum, falls gilt:
vxeD\{x’} 1 f(x)<f(x°)
3) f(x) hatin x° ein lokales Maximum, falls es ein ¢ gibt mit:

VxeD : __xINo__ <e = f(x) < f(xY)
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4) f(x) hatin x° ein strenges lokales Maximum, falls es ein ¢
gibt mit:

VvxeD : 0<|x—x%<e = f(x)<f(xY)

Analoge Definitionen fur minimale Werte (siehe Analysis I)



Satz: (Notwendige Bedingung l)

Besitzt f(x) mit f € C2 in einem Punkt x° € DO ein lokales Extre-
mum (Minimum oder Maximum), so gilt grad f(x%) = (0, ...,0)7L.

Beweis:

FUr ein beliebiges v € R", v % 0 ist die Funktion

o) == f(x° +tv)
in einer Umgebung von t° = 0 stetig differenzierbar.
Gleichzeitig hat ¢ (¢) bei t° = 0 ein lokales Extremum. Damit folgt:

#'(0) = grad f(x°) v =0
Da dies fur alle v % 0 gilt, folgt die Bedingung:
grad f(x°) = (0,...,0)"
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Bemerkung:

1)

Die Bedingung grad f(x°) = (0,...,0)* definiert gewdhnlich
ein nichtlineares Gleichungssystem zur Berechnung von x =
x0, wobei n

Gleichungen fur n Unbekannte gegeben sind.

Die Punkte x° € DO mit grad f(x°) = (0,...,0) nennt man
stationare Punkte von f(z). Stationare Punkte sind nicht im-
mer lokale Extremwerte. Zum Beispiel besitzt die Funktion

flz,y) = x? —y?
den Gradienten
grad f(x,y) = 2(x, —y)

und hat daher nur einen stationaren Punkt x° = (0, 0)7, dieser
ist jedoch ein Sattelpunkt von f(x).
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Satz: (Klassifikation stationarer Punkte)

Sei f(x) eine C2—Funktion auf DO und x° € DO ein stationarer
Punkt von f(x), d.h. grad f(x°) = (0,...,0)".
1) Notwendige Bedingung Il
Ist xV ein lokales Extremum von f(x), so gilt:

x0 lokales Minimum = H f(x°) positiv semidefinit
xV lokales Maximum = H f(x°) negativ semidefinit

2) Hinreichende Bedingung
Ist H 7 (x°) positiv definit (bzw. negativ definit), so ist x° ein
strenges
lokales Minimum (bzw. Maximum) von f(x).
Ist H f(x9) indefinit, so ist x° ein Sattelpunkt, d.h. es gibt in
jeder
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Umgebung von x° Punkte x1 und x2 mit

Fxh) < £(x%) < f(x?)



Beweis: (zu Teil 1) )

Sei x° ein lokales Minimum. Fiir v = 0 und € > 0 hinreichend klein
folgt aus der Taylor—Formel

(1) FOO+ev) = FOO) = (eW)TH FGC +0ev)(ev) > 0

mit6 = 0(e,v) € (0, 1).

Der Gradient in der Taylorentwicklung entfallt, da grad f(x°) =
0,...,0)1 gilt.

Wegen (1) gilt auch

(2) vIH f(x° + 6ev)v > 0

Da f(x) eine C2—Funktion ist, ist die Hesse—Matrix eine stetige
Abbildung. Im Grenzwert € — 0O folgt daher aus (2)

viH f(x%)v >0
d.h. H f(x9) ist positiv semidefinit.
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Beweis: (zu Teil 2) )

Ist H £ (x°) positiv definit, so ist H f(x) ebenfalls in einer hinrei-
chend kleinen Umgebung x € K-(x9) C D positiv definit.

Dies folgt aus der Stetigkeit der zweiten partiellen Ableitungen.
Fir x € K.(x9), x # x9 gilt damit

FOO— FOO) = 20— xOTH FC +00x — x0)) (x — x0)
> 0
mit 0 € (0,1), d.h. f(x) hatin x° ein strenges lokales Minimum.

Ist H f(x°) indefinit, so existieren zu Eigenwerten von H f(x°)
mit verschiedenen Vorzeichen gewisse Eigenvektoren v, w mit (zum
Beispiel)

vIHf(x?)v >0 w Hf(x%w <0
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Analog zu Teil 1) sieht man dann, dass 1,5 > 0 existieren mit

f(xP +ev) — f(x°) = WQJ&% Hf(x° 4 61ev) (ev) > 0

fir alle e € (0,e7) und

1
fOP Few) = f(x7) = S(ew) T Hf(x7 4 f16W) (ew) < O
fir alle e € (0,e5).
Damit ist gezeigt, dass x° ein Sattelpunkt von f(x) ist.

Bemerkung: (Geometrische Interpretation)

Die Hesse—Matrix kann positive und negative Eigenwerte besitzen.
Die zugehorigen Eigenvektoren geben dabei diejenigen Richtungen
an, in denen die Funktion wachst beziehungsweise fallt.
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Bemerkung:

1) Ein stationdrer Punkt x° mit det Hf(x%) = 0 heiRkt ausgeartet.
Die Hesse—Matrix besitzt dann einen Eigenwert A = 0.
Ist xY nicht ausgeartet, so existieren genau drei Falle:

Alle Eigenwerte > 0 = xV ist strenges lokales Minimum
Alle Eigenwerte < 0 = xY ist strenges lokales Maximum
1 Eigenwerte A1 - Ao <0 = x0 Sattelpunkt

2) Es gelten die folgenden Implikationen:

x© lokales Minimum < xY strenges lokales Minimum

U f
H 1 (x9) positiv semidefinit < H 7 (x°) positiv definit
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Bemerkung: (Fortsetzung)

3) Ist f(x) eine C3—Funktion, x° ein stationarer Punkt von f(x)
und H 7 (x9) positiv definit, so gilt die Abschatzung:

(x = x)THF(x%) (x =x°) > i - [[x — x01°
wobei \,,;, den kleinsten Eigenwert der Hesse—Matrix be-

zeichnet.
Nach dem Satz von Taylor gilt dann:

FO) = GO > Aminlix = x)2 + Ra(xi x°)

Mo
> lx = x°)? (57 - Cllx - x°|
2

mit einer geeigneten Konstanten C' > 0.

In der Nahe von x° wachst f(x) also mindestens quadratisch
mit dem Abstand von x©.
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Beispiel: Wir betrachten die Funktion

fz,y) = y?(z — 1) + 2%(z + 1)

und suchen die stationaren Punkte:

grad f(z,y) = (y° + 2(3z + 2), 2y(z — 1))*
Die Bedingung grad f(z,vy) = (0, 0)* liefert die beiden stationaren
Punkte

o_ (0O 1_ [ —2/3
X = O , X = O

Die Hesse—Matrizen an den Stellen x° und x?! lauten

2 0 —2 0
0 —2 0 —10/3

Die Matrix H f(x9) ist indefinit, also ist x° ein Sattelpunkt, Hf(x1)
64
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ist negativ definit, also ist x! ein strenges lokales Maximum von

f(x).



2.2 Implizit definierte Funktionen

Untersuche die Losungsmengen von nichtlinearen Gleichungssy-
stemen der Form

g(x) =0

mitg : D — R™, D C R", d.h. wir betrachten m Gleichungen flr n
Unbekannte.

Insbesondere gelte:
m<n

d.h. wir haben weniger Gleichungen als Unbekannte.

Man nennt dann das Gleichungssystem unterbestimmt und die
Losungsmenge GG C R"™ enthalt gewohnlich unendlich viele Punkte.

65



Frage: Kann man das System g(x) = 0O nach bestimmten Un-

bekannten, zum Beispiel den letzten m Variablen Tp—m41s- -+ Tn,
auflosen? Existiert eine Funktion f(xq,...,xn_m) mit
Ln—m+1
gx) =0 <« m =f(x1,....,Tn—m)
Ln

Auflosen bedeutet also die letzten m Variablen durch die ersten
n — m Variablen zu beschreiben.

Weitere Frage: Nach welchen m Variablen lasst sich das Glei-
chungssystem auflosen? Ist die Auflosung global auf dem Definiti-
onsbereich D mdglich oder nur lokal auf einer Teilmenge D C D?

Geometrische Interpretation:
Die Losungsmenge G von g(x) = 0 lasst sich (zumindest lokal) als
Graph einer Funktion f darstellen.
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Beispiel:
Die Kreisgleichung

g(z,y) =a*+y*—r*=0  (r>0)
definiert ein unterbestimmes nichtlineares Gleichungssystem.

Wir haben zwei Unbekannte (x, y), aber nur eine Gleichung.

Die Kreisgleichung lasst sich lokal auflosen und definiert dabei die
folgenden vier Funktionen:
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Beispiel:
Sei g(x) eine affin—lineare Funktion, d.h.
g(x) =Cx+b, CecR™M pHcRr™

Wir spalten die Variablen x in zwei Vektoren auf

< = (z1,...,2p-m)T €RMT

NAMV m— A%3|3@+HV ce v&ﬁvﬂ c R"
Aufspaltung der Matrix C ergibt die Darstellung

g(x) = Bx(1) + Ax(2) 4+ p

mit B € R(mn—m) A ¢ R(mm),

Das Gleichungssystem g(x) = 0 ist genau dann nach den Varia-
blen x(2) (eindeutig) auflosbar, falls A regular ist:

g(x)=0 < xP@ = _A1Bx(D )
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f(x(1)



Beispiel: (Fortsetzung)

Wie kann man die Matrix A in Abhangigkeit von g schreiben? Aus
der Darstellung

g(x) = Bx(1) + Ax(2) 4+ p
erkennt man direkt, dass

_ 98 (1) (2
gilt, d.h. A st die Jacobi—Matrix der Abbildung x(2)
g(x(1) x(2)) fiir festes x(1)1

Auflosbarkeit ist also moglich, falls die Jacobi—Matrix regular ist.

Dies fuhrt auf den

Satz uber implizite Funktionen
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Satz uber implizite Funktionen:

Sei g : D — R™ eine C1-Funktion, D C R" offen.

Die Variablen in D seien (x,y) mit x € R*™™ und y € R™. Der
Punkt (x°,y9) € D sei eine Lésung von g(x°,y%) = 0.

Falls

991 (0 +,0 091 (0 <,0
—(x",y") = m ;
oy 9gm (0 <,0 Ogm (0 <0
NW@H_. Ax 9 u\. v ¢ @@3 Ax ) u\. v

regular ist, gibt es Umgebungen U von x% und V von y°, UxV C D
und eine eindeutig bestimmte stetig differenzierbare Funktion f :
U — V mit

f(x) =vy° und g(x,f(x))=0(xecU)
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und

1
1860 = - ($Eext0))  (FEext0))



Beispiele:

1) Fir die Kreisgleichung g(z,y) = 224+ 42 —r2 =0, r >0
findet
man im Punkt (29, %) = (0, )

20,1 =0, 22(0,r)=2r£0
Yy

Man kann also in einer Umgebung von (0, ) die Kreisgleichung
nach y auflosen:

Die Ableitung f/(x) kann man durch implizite Diffentiation be-
rechnen:

g(z,y) =0 = gu(a,y) + gy(z,y)y'(x) =0
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Also

xZ
2et2yy'=0 = y=7@=—



Beispiele: (Fortsetzung)

2) Betrachte die Gleichung

g(z,y) =V 43y +2°2-1=0

Es gilt:
g .
—(z,y) =" " 4+3>0 Ve eR
Oy
Die Gleichung ist also fir jedes + € R nach y =: f(x)

auflosbar und f(x) ist eine stetig differenzierbare Funktion.
Implizite Differentiation:

eYy=r — 2x
eYy=% 43
Eine explizite Auflosung nach y ist in diesem Fall nicht moglich!

V(Y —1)+3Y+22=0 = ¢ =
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Bemerkung: Implizites Differenzieren einer durch

dg
Yy
implizit definierten Funktion y = f(x), =,y € R ergibt:
g
flz) = —=
9y

9zx9i — 29xy9xgy + Gyy 9z
B 3
9y
Daher ist der Punkt z° ein stationarer Punkt von f(z), falls gilt:

9(2%,94°) = g2(2%,4°) =0 und gy(z°,4°) # O
Weiter ist z© ein lokales Maximum (bzw. Minimum), falls

'(z) =

0O .0 O .0
D\\a ) 8 9
b&&A Yy v > 0 bzw. Q&aA Y v

<0
gy(x9,y9) gy (29, y9)
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Implizite Darstellung ebener Kurven
Betrachte die Losungsmenge einer skalaren Gleichungen
g(z,y) =0

Gilt

grad g = (g, gy)* # (0,0)"
So definiert g(z, v) lokal eine Funktion y = f(z) oder z = f(y).
Definition:
O mit

1) Ein Lésungspunkt (29, y°) der Gleichung g(z,y)
grad g(z9, y°9) % (0, 0)! heilt reguldrer Punkt.

1) Ein Loésungspunkt (29,4°) der Gleichung g(z,y) = 0O mit
grad g(z9,y%) = (0, 0)! heilkt singuldrer Punkt.
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Lemma:

1) Gilt fir einen reguléren Punkt (29, 4°)
Q&ANOV = 0, Q@AxOV 7= 0
so besitzt die Losungskurve eine horizontale Tangente in x°.
2) Gilt fiir einen regularen Punkt (29, y°)
Q&ANOV 7 0O, Q@ANOV =0
so besitzt die Losungskurve eine vertikale Tangente in x°.

3) Ist xO ein singuldrer Punkt so wird die Losungsmenge bei x°
durch folgende quadratische Gleichung approximiert:

922(x°) (2—12°) %4202y (x°) (z—2°) (y—y°) + 94y x°) (y—3°)2 = 0
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Wegen 3) erhalt man flr gxz, gy, gyy 7= 07

det EQANOV >0 : xYistein isolierter Punkt der Losungsmenge
detHg(x®) < 0 : xYistein Doppelpunkt

detHg(x°) = 0 : xYistein Riickkehrpunkt oder auch Spitze
Interpretation:

1) Gilt detHg(x°) > 0, so sind beide Eigenwerte von Hg(x°)
entweder strikt positiv oder strikt negativ, d.h. x9 ist ein strenges
lokales Minimum oder Maximum von g(x).

2) Gilt detHg(x%) < 0, so haben die beiden Eigenwerte von
Hg(x9) ein unterschiedliches Vorzeichen, d.h. x° ist ein Sat-
telpunkt von g(x).

3) Gilt detHg(x®) = 0, so ist der stationare Punkt x° von g(x)
ausgeartet.
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Beispiele: Wir betrachten jeweils den singuldren Punkt x©:

1) Gegeben sei die implizite Gleichung

g(z,y) =y*(z —1) +2°(z —2) =0

Berechnung der partiellen Ableitungen bis zur Ordnung 2:

gx
dy

Jdxx
Jxy

Jyy

Hg(0)

@m -+ 322 — 4g

2y(x — 1)
ox — 4
2y
2(x — 1)
-4 0
0 -2

Also ist x° = 0 ein isolierter Punkt.
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Beispiele: (Fortsetzung)

2) Gegeben sei die implizite Gleichung

g(z,y) = y2(x — 1) +2°(x+¢%) =0

Berechnung der partiellen Ableitungen bis zur Ordnung 2:

gz
9y
Jxx
Jxy

Jyy

Hg(0)

y? + 32° + 22¢°
2y(x — 1)

ox + M@m

2y

2(x — 1)

2¢2 0
0 -2

Also ist x° = 0 fiir ¢ # 0 ein Doppelpunkt.
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Beispiele: (Fortsetzung)

3) Gegeben sei die implizite Gleichung

g(z,y) = y?(x— 1)+ 2> =0

Berechnung der partiellen Ableitungen bis zur Ordnung 2:

gz
9y
Jdxx
Jxy

Jyy

Hg(0)

y? + 327
2y(x — 1)
Ox

2y

2(x — 1)

(5 2)

Also ist x9 = 0 ein Riickkehrpunkt.
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Implizite Darstellung von Flachen

Losungsmenge einer skalaren Gleichung ¢g(xz,y,z) = O ist flr
grad g #= 01 lokal eine Flache im R3.

Tangentialebene in x° mit g(x°) = 0 und grad g(x°) # 0*"

9:(x%) (z — 2°) + gy (x°) (y — °) + 9:(x°) (z — 29) = O
d.h. der Gradient steht senkrecht auf der Flache g(x,y,z) = O.

Ist zum Beispiel g, (x°) #, so gibt es lokal bei x° eine Darstellung
der Form

z = f(z,y)
Partielle Ableitungen von f(z,y):

1
@ﬁmQ NAHJ@V — A.\&f\u@v — ||A.QHTQ@V — |.Q|&v@
gz gz 9z
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Das Umkehrproblem

Frage: Lasst sich ein vorgegebenes Gleichungssystem

y = f(x)
mitf : D — R", D C R" offen, nach x auflosen, also invertieren?

Satz: Seif: D — R", D C R"” offen, eine C1—Funktion.

Ist fir ein x° € D die Jacobi-Matrix J f(x°) regular, so gibt es
Umgebungen U und V von x° und y° = f(x9), so dass f den
Bereich U bijektiv auf V' abbildet.

Die Umkehrfunktion £~ : V — U ist ebenfalls eine C1-Funktion
und es gilt fur alle x € U.:

I (y) =), y=£(x)
Bemerkung: Man nennt dann f lokal einen C1-Diffeomorphismus.
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2.3 Extremalprobleme unter Nebenbedingungen
Frage:

Welche Abmessungen sollte eine Metalldose haben, damit bei vor-
gegebenem Volumen der Materialverbrauch am geringsten ist?

Sei r der Radius und h die Hohe. Dann gilt
V = mrh
O = 2nr? 4 27rh
Setze bei vorgebenem c € R
f(z,y) = 2mz?+ 2mxy
g(z,y) = 7w’y —c=0
Bestimme das Minimum der Funktion f(z, y) auf der Menge

G :={(z,y) €RL : g(z,y) =0}
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Losung:
Aus g(z,y) = maly — ¢ = O folgt
. C
-
Einsetzen in f(x,y) ergibt

2
h(z) 1= 2mx? + Drp— = D2 + =

ﬁ.HM xXr
Bestimme das Minimum der Funktion A(x):

Wz) =4z ——==0 = 4rmr=—= = R”A|

Hinreichende Bedingung

1/3
m\\gnhjrm = iAAmv\vHEﬁvO
xr
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Allgemein:

Bestimme die Extremwerte der Funktion f : R"™ — R unter den
Nebenbedingungen

g(x) =0
wobei g : R — R™,
Die Nebenbedingungen lauten also

|
o

g1(x1,---,n)

gm(x1,...,2n) = O

Alternativ: Bestimme die Extremwerte der Funktion f(x) auf der
Menge

G :={xeR" : g(x) =0}
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Die Lagrange—Funktion:
Wir definieren folgende erweiterte Funktion F'(x):

F) = £00 + 3 Mg ()

1=1
und suchen die Extremwerte von F(x) fur festes
A= (1,...,2m)YL.
Die Zahlen X;, 2= = 1,...,m nennt man Lagrange-—
Multiplikatoren.

Satz: (Lagrange-Lemma)

Minimiert (bzw. maximiert) x° die Lagrange—Funktion F'(x) (fir ein
festes \) Uber D und gilt g(x°) = 0, so liefert x° zugleich das Mini-
mum (bzw. Maximum) von f(x) Uber G := {x € D : g(x) = 0}.

Beweis: FUr ein beliebiges x € D gilt nach Vorausetzung

Fx9) + 2 Tg(x%) < f(x) + M g(x)
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Wahlt man speziell x € G, so ist g(x) = g(x°) = 0, also auch

f(x9) < f(x).



Bemerkung:

Sind fund g;, i = 1,...,m, C1—Funktionen, so ist eine notwendige
Bedingung fiir eine Extremstelle x° von F(x) gegeben durch

grad f(x) + ) Agrad g;(x) = ol
i=1

Zusammen mit den Nebenbedinungen g(x) = 0 ergibt sich ein

(nichtlineares) Gleichungssystem mit (n + m) Gleichungen und
(n + m) Unbekannten x und \.

Die Losungen (x°, A\9) sind die Kandidaten fiir die gesuchten Ex-
tremstellen (Notwendige Bedingung).

Alternativ: Definiere eine Langrange—Funktion

G(x,\) = () + 3 Xigi(x)

1=1
und suche die Extremstellen von G(x, ) bezlglich x und .
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Bemerkung:
Man kann auch eine hinreichende Bedingung aufstellen:

Sind die Funktionen f und g sogar C2—Funktionen und ist die
Hesse—Matrix HF (x9) der Lagrange—Funktion positiv (bzw. nega-
tiv) definit, so ist x° tatsachlich ein strenges lokales Minimum (bzw.
Maximum) von f(x) auf G.

In den meisten Anwendungen ist die hinreichende Bedingung aller-
dings nicht erfiillt, obwohl x° ein strenges lokales Extremum ist.

Insbesondere kann man aus der Indefinitheit der Hesse—Matrix
HF(x9) nicht schlieRen, dass x° kein Extremwert ist.

Ahnlich problematisch ist die hinreichende Bedingung, die man aus
der Hesse—Matrix fir die Lagrange—Funktion G(x, \) bezlglich x
und X\ erhalt.
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Beispiel:
Gesucht seien die Extrema von f(z,y) := zy auf der Kreisscheibe
K :={(z,y)" : 2°+y* <1}

Da die betrachte Funktion stetig ist und K C R? kompakt ist, folgt
aus der Min—Max—Eigenschaft die Existenz von globalen Maxima
und Minima auf K.

Wir betrachten zunachst das Innere K© von K, also
K9 := {(z, )T : 2?2+ y? < 1}

Dies ist eine offene Menge und die notwendige Bedingung fur einen
Extremwert lautet

grad f = (y,x) = 0"

Also erhalten wir als Kandidaten den Ursprung x° = 0.
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Beispiel: (Fortsetzung)

Die Hesse—Matrix im Punkt x° = 0 lautet

HFO)=( ] .

und ist indefinit. Daher ist x© ein Sattelpunkt.

Die Extrema der Funktion missen also auf dem Rand liegen, der
ein Gleichungsnebenbedingung darstellt:

g(z,y) =2°+y* - 1=0

Wir suchen also die Extremwerte von f(x,y) = xy unter der
Nebenbedingung g(x,y) = O.

Die Lagrange—Funktion lautet

F(z,y) = zy + Ma? +y° — 1)

89



Damit ergibt sich das (nichtlineare) Gleichungssystem

y+2Xx = 0

x+2\xy = 0

242 = 1
mit den vier Losungen
A= w . x(1) = (,/0.5, —v/0.5)T x(2) = (-/0.5,/0.5)T
A= |w . x(3) = (/0.5,v/05)7T x4 =(-/0.5,-v/05)T

Minima und Maxima lassen sich nun einfach aus den Funktionswer-
ten ablesen

fe) =fxP) =-05 fxP)=jx*)=05

d.h. Minima sind x(1) und x(2), Maxima x(3) und x(4),
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Satz: (Lagrange—Multiplikatoren—Regel)

Seien f,g1,...,9m : D — R jeweils C1—Funktionen, und sei
x0 € D ein lokales Extremum von f(x) unter der Nebenbedingung

g(x) =0.
Ferner gelte die Regularitatsbedingung

Rang (Jg(x%)) = m

Dann existieren Lagrange—Multiplikatoren \q, ..., A\, so dass fur
die Lagrange Funktion

F(x) = () + Y Aigi()

1=1
die folgende notwendige Bedingung erster Ordnung qilt:

grad F(x°) =0
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Bemerkung:

1) Notwendige Bedingung zweiter Ordnung

Ist xO € D ein lokales Minimum von f(x) unter der Nebenbe-
dingung g(x) = 0, ist die Regularitatsbedingung erflllt und
sind \1,...,Am zugehorige Lagrange—Multiplikatoren, so ist
die Hesse—Matrix HF (x®) der Lagrange—Funktion positiv se-
midefinit auf dem Tangentialraum

TG(xY) = {y € R"™ : gradg;(x°) -y =0,i=1,... ,m}
d.h., es qilt

vy HF(x®)y >0 Vy e TGEY)
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Bemerkung: (Fortsetzung)

2) Hinreichende Bedingung

st fur einen Punkt x° € G die Regularitatsbedingung erfiillt,
existieren Lagrange—Multiplikatoren A1, . . ., Am, so dass x° ein
stationarer Punkt der zugehorigen Lagrange—Funktion ist, und
ist die Hesse—Matrix HF (x9) positiv definit auf dem Tangenti-
alraum TG(x9), d.h., gilt

yI HF(x") y >0 Vy e TGxY)

so ist x0 ein strenges lokales Minimum von f(x) unter der Ne-
benbedingung g(x) = 0.
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Beispiel:
Man bestimme das globale Maximum der Funktion
fz,y) = —2® + 8z —y° + 9
unter der Nebenbedingung
g(z,y) =2°4+y*—1=0
Die Lagrange—Funktion ist
F(z) = -2+ 8z —y*+ 9+ A(z? + y* — 1)
Die notwendige Bedingung ergibt das nichtlineare System
—2r+8 = -2\
— 2y —2)\y
22 + y° 1
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Beispiel: (Fortsetzung)

—2r+8 = —2)\x
—2y = —2\y
242 = 1

Aus der ersten Gleichung folgt A = 1. Verwendet man dies in der
zweiten Gleichung, so gilt y = 0. Aus der dritten Gleichung erkennt
man sofort z = +1.

Demnach sind die beiden Punkte (z,y) = (1,0) und (z,y) =
(—1,0) Kandidaten fur das globale Maximum. Wegen
f(1,0) =16  f(-1,0) =0

liegt das globale Maximum von f(x,vy) unter der Nebenbedingung
g(xz,y) = 0 im Punkt (z,y) = (1, 0).
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Beispiel: Man bestimme die lokalen Extremwerte der Funktion

f(z,y,2) =2x 4+ 3y + 22
auf dem Durchschnitt des Zylinders
Z = {(z,y,2)! eR3 : z° +¢y% =2}
mit der Ebene
E:={(z,y,2)! eR®: z+2=1}

Umformulierung: Bestimme die Extremwerte der Funktion
f(x,y, z) unter den Nebenbedingungen

g1(x,y,2) = Rwl_l@wlwno

g2(z,y,2) = v4+2z-1=0
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Beispiel: (Fortsetzung)

Die Jacobi—Matrix

2¢ 2y O
Jex) =7 3§ 3

hat den Rang 2, d.h. wir konnen Uber die Lagrange—Funktion Ex-
tremwerte bestimmen:

F(z,y,2) =224+3y+224+ 2 @°+3v°—2)+ Mz +2-1)

Die notwendige Bedingung ergibt das nichtlineare Gleichungssy-
stem

242\z+X > = 0
34+2\y = O

24X = 0
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Beispiel: (Fortsetzung)
242+ A =
3+2My =
24 X
w°+y? =
r+z =

Aus der ersten und dritten Gleichung folgt

|
— N O O O

201 =0

Aus der zweiten Gleichung folgt A1 % 0, also z = 0.
Damit ergeben sich die moglichen Extremwerte als

AH;\“NV — AOv /\Mv Hv Amf@va — AOV |/\Mv Hv
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Die moglichen Extremwerte sind also
(z,y,2) = (0,v/2,1) (x,9,2) = (0,—v2,1)
Man berechnet nun die zugehorigen Funktionswerte
f(0,v2,1) 3vV2 42
(0,-v2,1) = —-3V2+2

Daher liegt im Punkt (z,y, z) = (0, /2, 1) ein Maximum, im Punkt
(z,v,2) = (0,—v/2,1) ein Minimum.
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2.4 Das Newton—Verfahren fur nichtlineare Gleichungssyste-
me

Problem: Wir suchen die Nullstellen einer Funktion f : D — R"
mit
D C R™:
f(x) =0
Wir kennen bereits die Fixpunktiteration
xFTl = o (xF)
mit Startwert x° und lterationsvorschrift ® : R™ — R™.

Konvergenzaussagen liefert der Banachsche Fixpunktsatz.

Vorteil: Verfahren ist ableitungsfrei
Nachteile:
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e Numerisches Verfahren konvergiert langsam (linear),

e Keine eindeutige lterationsvorschrift.



Alternative: Newton—Verfahren fur vektorwertige Funktionen

Gegeben sei eine C1-Funktion f : D — R", D C R" offen Wir
suchen eine Nullstelle, d.h ein x* € D mit

f(x*) =0
Taylor—Entwicklung von f(x) um einen Startwert x° lautet
f(x) = £(x°) + JF(x2) (x - x%) + o(|lx - x°|))
Setzen wir x = x*, so folgt
JE(x9)(x — x9) ~ —f(x9)
Eine Naherungsldsung fir x* ist dann x1, die Lésung des LGS

JIE(xO)(x! — x9) = —£(xY)
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Das Newton—Verfahren lautet somit
far k=0,1,2,...
JE(xF) . AxF = — £(xF)
xkTl = xk —+ AxF

Man muss also im Newton—Verfahren in jedem lterationsschritt ein
LGS lésen. Die Losung Ax* heilt Newton—Korrektur.
Das Newton—Verfahren ist skalierungsinvariant:

Satz: Das Newton—Verfahren ist invariant unter allen Transforma-
tionen (Skalierungen) der Form

f(x) — g(x) = Af(x)

mit einer regularen Matrix A € R(m1) d.h. die Iterierten fiir f und g

sind identisch.
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Satz: (Konvergenzsatz)

Sei f : D — R eine C1-Funktion, D ¢ R™ offen und konvex.

Sei x* € D mit f(x*) = 0. Die Jacobi—Matrix Jf(x) sei regular fir
x € D, und es gelte eine Lipschitz—Bedingung

I(IEG) " (IE(y) — IEC)) | < Lily — vl

furallex,y € D mit L > 0.
Fir alle Startwerte x° € D mit
2

1x°0 — x*|| < 7 =:r und K,(x*)CD
ist dann das Newton—Verfahren wohldefiniert mit x* ¢ Ky (x*), k=
0,1,2,...,und die Newton—Iterierten x* konvergieren quadratisch

gegen x*:
L
e e e
2
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Ferner ist x* die einzige Nullstelle von f(x) innerhalb K, (x*).



Das gedampfte Newton—Verfahren

Das Newton—Verfahren konvergiert zwar quadratisch, aber nur lo-
kal.

Globale Konvergenz kann durch einen Dampfungsterm verbessert
werden:

fur £k=0,1,2,...
JE(xF) . AxF = — f(xF)
xFTl = xF 4 ywbxw
Gedampfte Newton—Verfahren mit Dampfungsparameter )\, <
(0,1].
Frage: Wie wahlt man die Dampfungsfaktoren \;?
Verwende eine Testfunktion 7'(x) mit

T(x) > 0, Vxe€D
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T(x) = 0 < f(x)=0

sodass die Folge T'(x*) monoton fllt.



Bemerkung:

Befindet man sich beim gedampften Newton—Verfahren in der Nahe
der gesuchten Losung x*, so sollte A\, = 1 gewahlt werden. Nur
das sichert die (lokale) quadratische Konvergenz.

Beispiel:
Bei praktischen Anwendungen verwendet man haufig die Testfunk-
tion
T(x) = [If()I3
Fur diesen Fall gilt der folgende Satz.

Satz:
Sei f eine C1-Funktion auf der offenen und konvexen Menge D C

R™,
Fir x* € D mit f(x*) # 0 gilt dann:

T 0 YA€ (0,pp) ¢ IEGF +2a28))3 < 1£(xF)13
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Dampfungsstrategie:

. 1 .o
k=0 : Manwahle \g € {1, vmv:;ys&:w moglichst grol},

N |~

so dass gilt:
T(x° + AAx?) < T(x9)
k>0 1 Api=Ap1
falls T(x* + A\.AxP) < T(xF) :
xFtl = xF 4 ywbxw

A - falls A\ = 1
y\a“”ﬁ k k

2\ sonst
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Dampfungsstrategie: (Fortsetzung)

sonst:

Ak Ak

t”ngAMu N_.QQV,S\SSW

so dass T'(x" 4+ uAx®) < T(x)

v,\a = U

Bemerkung: Die Testfunktion ist nicht skalierungsinvariant.

Daher ist der sogenannte naturliche Monotonietest sinnvoll:
IIEGM) TG < [[IER) TH R
Es gilt dabei:
|AxM| = I THED)
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Kapitel 3: Integralrechnung mehrerer Variablen

3.1 Bereichsintegrale

Gegeben sei eine Funktion f : D — R mit Definitionsbereich
D C R"™,

Ziel: Berechnung des Volumens unterhalb des Graphen von

f(x):
A\H\\,Axv&x
D

Erinnerung Analysis II:

Riemann—Integral einer Funktion f(x) tGber dem Intervall [a, b]:

b
NH\\ARV&H
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Das Integral war als Grenzwert von Ober— und Untersumme, fur
den Fall, dass die Feinheit der Zerlegung gegen Null strebt und ein
gemeinsamer Grenzwert existiert, definiert.



Konstruktionsprinzip des Integrals mehrerer Veranderlichen ana-

log,
aber der Definitionsbereich D ist komplizierter.

Zunachst betrachten wir n = 2 und einen Definitionsbereich D der
Form

D = [ag,b — 1] X [ag, bo] C R
d.h. D ist ein kompakter Quader (Rechteck).
Weiter sei f : D — R eine beschrankte Funktion.
Definition:

1) Man nennt Z = {(xqg,z1,...,2n), (Yo,¥y1,---,Yym)} €ine Zer-
legung des Quaders D = [a1,b — 1] X [ao, bs], falls gelten

a1 =r9< 21 <...<xTp =0

@M”@OA@HA...AQSHNVM
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Mit Z(D) wird die Menge der Zerlegungen von D bezeichnet.



Definition: (Fortsetzung)

2) Die Feinheit einer Zerlegung Z € Z (D) ist gegeben durch

|1Z]] = :@wxﬁ_&ip — x|, [Yj41 — Y41}

3) Fur eine vorgegebene Zerlegung Z nennt man die Mengen

Qij = Iz zir1] ¥y, yj41]
die Teilquader der Zerlegung Z. Das Volumen des Teilquaders
vol(Q;5) = (i1 — i) - (Yj4+1 — Yj)
4) Fur beliebige Punkte x;; € Q;; der jeweiligen Teilquader nennt
man

R (Z) = M\Ax&v -vol(Q;;)
i,
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eine Riemannsche Summe zur Zerlegung ~Z.



Definition: (Fortsetzung)

5) Analog zum Integral einer Variablen heil3en

Ui(Z) = Wx_m:m&\ixvéo;@&v

> sup f(x) - vol(Qij)

i.j X€Qij

die Riemannnsche Unter— bzw. Obersumme der Funktion
f(x) zur Zerlegung Z.

Os(Z)

Bemerkung:

Eine Riemannsche Summe zur Zerlegung Z liegt stets zwischen
der Unter— und Obersumme dieser Zerlegung, d.h.

Ui(Z) < Re(Z) < 0p(2)
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Bemerkung:

Ensteht eine Zerlegung Z» aus der Zerlegung Z41 durch Hinzunah-
me weiterer Zwischenpunkte z; und/oder y;, so gilt

Ui(Z2) 2Up(Z1)  Op(Z2) < 04(Z71)
Fur zwei beliebige Zerlegungen Z71 und Z5 gilt stets:

Ur(Z1) < O0p(22)

Was passiert mit den Unter— und Obersummen im Grenzwert
|1Z|| — O:

Uy sup{U¢(Z) : Z € Z(D)}
Q\J L= :i..t__HQ\ANv S NAUVHV

Die beiden Werte Sw und Q,\,, existieren, da Unter— und Obersumme
geeignete Monotonieeigenschaften besitzen.
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Definition:

1) Riemannsches Unter— bzw. Oberintegral der Funktion f(x)
uber D:

\x@@&x = sup{Us(Z) : Z e Z(D)}

D
\ixv% = inf{O/(2) : Z € Z(D)}
D

2) Die Funktion f(x) nennt man Riemann—integrierbar lber D,
falls Unter— und Oberintegral Ubereinstimmen. Das Riemann-
Integral von f(x) Uber D ist dann

\%Axv&x ”“\\ANV&N“\*&&C@&%
D * D

D
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Bemerkung:

Wir haben bis jetzt den Fall von zwei Variablen betrachtet:
f:D—R, DecR?

betrachtet.

In hoheren Dimensionen n > 2 ist die Vorgehensweise analog.

Schreibweise fur n = 2 und n = 3;

[ @, ydady [ f(a,y,2)dadydz
D D

oder auch

\\@ f(@,y)dzdy \\\U f(z,y, z)dzdydz
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Satz:

1) Linearitat

[(@f () + Bg())dx = a [ f(x)dx + B [ g(x)dx
D D D

2) Monotonie
Gilt f(x) < g(x) fur alle x € D, so folgt:

[ 1edx < [ g(dx
D D

3) Positivitat
Gilt fir alle x € D die Beziehung f(x) > 0, so folgt:

\ﬂlxv&x >0
D
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Satz: (Fortsetzung)

4) Sind D1, D> und D Quader, D = D{UD> und vol(D1ND5) =
0, so ist f(x) genau dann uber D integrierbar, falls f(x) Uber
D1 und D5 integrierbar ist, und es qilt:

\,\;Axv&xn \,\;Axv&xu_.\,lxv&x
D Dy Do

5) Es qilt folgende Abschatzung fur das Integral

xeD

\2&% < sup|f(x)|-vol(D)
D

6) Riemannsches Kriterium:
f(x) ist genau dann uber D integrierbar, falls gilt:

Ve>0 dZeZ(D) Q%ANv|Q%ANvAm
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Satz: (Satz von Fubini)

Ist f : D — R integrierbar, D = [a1,b1] X [ao, by] ein Quader, und
existieren die Integrale

bo b1
F(@) = [ f(,)dy  baw.  G(y) = [ f(w,y)da

fir alle x € [a1,b1] bzw. y € [as, bs], so gilt
by b2

\\%AHU y)dydx bzw.

aj a2

by by

\\iaév%g@

az ai

\\ANV&N
D

\ﬂlxv&x
D

Bedeutung: Ruckfuhrung auf eindimensionale Integration moglich
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Beispiel: Gegeben sei der Quader D = [0, 1] x [0, 2] sowie die
Funktion
flz,y) =2 —xy

Stetige Funktionen sind Uber Quadern integrierbar (kommt gleich),
daher konnen wir den Satz von Fubini anwenden:

2 1 2 5 qz=1
x
\,\;ANVQN = \\%Aﬁ@v&&&@“\ w%||@ dy
d OO0 0] X
2 27y=2
B (P
0 y=0

Bemerkung: Der Satz von Fubini verlangt als Voraussetzung die
Integrierbarkeit von f(x). Die Existenz der beiden Integrale F'(x)
und G(y) alleine garantiert die Integrierbarkeit von f(x) nicht!
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Definition:
Sei D C R"™ eine kompakte Menge und f : D — R beschrankt.

Wir setzen

. [ f(x) : fallsxe D
F=01"0" L rlsxe R\ D

Speziell fuir f(x) = 1 heildt f*(x) die charakteristische Funktion
von D. Diese wird mit X (x) bezeichnet.

Sei nun @) der kleinste Quader mit D C (). Dann definieren wir:

1) Die Funktion f(x) heil3t integrierbar Uber D, falls f*(x) Uber
( integrierbar ist. In diesem Fall setzen wir

\,\;Axv&x “H\,\w*Axv&x
D Q
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Definition: (Fortsetzung)

2) Die kompakte Menge heil3t messbar, falls das Integral

vol(D) := \Exu \k@@@%
D Q

existiert.
Man nennt dann vol(D) das Volumen von D.
Die kompakte Menge D heil3t Nullmenge, falls D messbar ist
und vol(D) = 0 qilt.
Bemerkung:

Ist die Menge D selbst ein Quader, so folgt Q = D und der Inte-
grationsbegriff von oben stimmt mit dem vorhergehend diskutierten
uberein.

Das durch vol( D) bezeichnete Volumen ist dann auch das tatsachli-
che Volumen des Quaders (im R™).
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Wir fassen drei wichtige Eigenschaften der mehrdimensionalen In-
tegration zusammen:

1) Satz:

Sei D C R™ kompakt. Dann ist D genau dann messbar, falls
der Rand 0D von D eine Nullmenge ist.

2) Satz:

Sei D C R™ kompakt und messbar und sei f : D — R stetig.
Dann ist f(x) integrierbar Uber D.

3) Mittelwertsatz:

Ist D C R™ kompakt, zusammenhangend und messbar und ist
f . D — R stetig, so gibt es einen Punkt £ € D mit

[ 7Gx = f() - vol(D)
d
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Definition:
1) Eine Teilmenge D C RZ heilt ein Normalbereich, falls es ste-
tige Funktionen g, h bzw. g, h gibt mit
D={(z,y) : a<x<bAgx)<y<h(z)}

bzw.

D={(z,y) 1 a<y<bAgly) <z<h(y)}

2) Analog heiltt eine Teilmenge D C R3 ein Normalbereich, falls
es eine Darstellung

D = {(z1,z2,23) 1 a<z;<b A g(z;) <z; <h(zy)

N ooz, ) < o < (g, x5) }
gibt mit einer Permutation (7, j, k) von (1,2,3) und stetigen
Funktionen g, h, ¢ und .
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Definition: (Fortsetzung)

3) Eine Teilmenge D C R"™ heildt projizierbar in Richtung x;,
i € {1,....n}, falls es eine messbare Menge B C R"~! und
stetige Funktionen ¢, 1) gibt, so dass

D={xeR" : x = A%T...v&&lf%&l_'ﬁ..;&:vﬂmm
ANp(X) <z <P(X) }
Bemerkung:

1) Projizierbare Mengen sind stets messbar. Damit sind auch alle
Normalbereiche messbar, denn sie sind projizierbar.

2) Haufig laldt sich der Integrationsbereich D als Vereinigung end-
lich vieler Normalbereiche darstellen. Solche Bereich sind dann
ebenfalls messbar.
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Satz:
Ist f(x) stetig auf einem Normalbereich

D={(z,y) €R® : a<a<b A g(x) <y <h(z)}
so gilt
b h(z)
\ f(x)dx = \ | 1@, y)dyda
@ g(x)
Bemerkung:
Analoge Beziehungen gelten fur hohere Dimensionen. Ist D C R"
eine projizierbare Menge, so gilt
P(X)
\2&% = \ \ f(x)dz; | dx
D

B\ p(X)
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Beispiel: Gegeben sei die Funktion

f(z,y) =z + 2y

Berechne das Integral uber der durch zwei Parabeln begrenzten
Flache

D:={(z,y) : ~1<2<1Az?<y<2-27%)

Die Menge D ist ein Normalbereich und f(x, vy) ist stetig:

1 [ 2—x? 1
[1@wix = [| [ @roay|de= [ [oy+75" o
D —1 72 —1

1
— \ (2(2 — 22) + (2 — 222 — 23 — 2%)dx
1
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16
= \Alwaw —4z° 4+ 22 + 4)dx = =
IH



Beispiel: Zu berechnen ist das Volumen des Rotationsparabolo-
ids:

V.= ﬁﬁ?mvﬂ 2242 <1 AP+ 9y <2< 1}
Darstellung von V' als Normalbereich

V= {(z,y,2)"

—1<z<1 A I,\Hl%wm,@m,\pl%m A %M+QMMNMHW

Damit gilt:

1 V1-22 1 1 V1-22
vol(V) = \ \ \ dzdydxr = \ \ (1 — 22 — y?)dydx
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Integration uber aligemeine Integrationsbereiche

Sei D C R™ eine kompakte und messbare Menge.

Man nennt Z = {Dy,..., Dy} eine allgemeine Zerlegung von
D, falls die Mengen D;. kompakt, messbar und zusammenhangend
sind und

m
JDj=D und Vizj: DJNDY=0

gelten.
Ferner heifldt

diamD; :=sup{|x—y|l : x,ye€ D}
der Durchmesser der Menge D; und
|Z]] == max{diamD; : j=1,...,m}

die Feinheit der allgemeinen Zerlegung Z.
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Riemannsche Summe fur allgemeine Zerlegungen:

Fur eine stetige Funktion f : D — R definiert man die Riemann-
schen Summen

Ri(Z) =Y f(x?)vol(D,)

=1
mit beliebigenx’ € D, j = 1,...,m.
Satz:
Fir jede Folge (Zj).cn allgemeiner Zerlegungen von D mit
1Zkll — O

(fur K — oo) und fur jede Folge zugehoriger Riemannscher
Summen R¢(Z;) gilt:

k— o0

im Rp(Zy) H\ixv%
D
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Anwendungen der Bereichsintegrale auf die Berechnung von
Schwerpunkten oder Tragheitsmomenten von Flachen und Korpern.

A) Schwerpunkt einer Flache oder eines Korpers:
Definition:

Sei D C R? (bzw. R3) eine messbare Menge, p(x), x € D, eine
vorgegebene Massendichte. Dann ist der Schwerpunkt der Flache
(bzw. des Korpers) D gegeben durch

_ Ip p(x)xdx

Jp p(x)dx
Das Zahlerintegral (Uber eine vektorwertige Funktion) ist hierbei ko-
ordinatenweise zu berechnen.

Xs
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Beispiel: Zu berechnen ist der mo:<<m8c:§ der Pyramide P

Pi={ (0,927 : max(lyl. |2 < o

Unter der Annahme konstanter Dichte berechnen wir das Volumen

OMHM*@W

von P:
h 5k ok
vol (P) = \\ \ dzdydx

O -5 —5n
\@%Q\mﬁ

— —duyd
\\ p I
0 —ax
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Beispiel: (Fortsetzung)

Weiter qilt:

/

Q
8
N

N8

Mg N3
Ny

dzdydx dydx

|
O —=

S E
o
8 >
3

T

a
2

S

dx

|
O —=

S L
?‘QT\)

O O

w

Der Schwerpunkt von P liegt daher im Punkt x5 = Aw? 0,0)7.
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B) Tragheitsmomente von Flachen oder Korpern:

Definition: (Tragheitsmoment bezuglich einer Achse)

Sei D C R? (bzw. R3) eine messbare Menge, p(x) bezeichne fiir
x € D eine Massendichte und r(x) den Abstand des Punktes x €
D von einer vorgegebenen Drehachse.

Dann besitzt D bezuglich dieser Achse das Tragheitsmoment
O Achse = \ p(x)7r2(x)dx
D

Beispiel: Gegeben sei der homogene Zylinder Z:
Z = Tﬁ?&ﬂ 2?4 y? <2 —1/2< 2 < N\ww

Wir berechnen das Tragheitsmoment bezuglich der z—Achse:
©—Achse = \b@m T NMV&G& Y, 2)
Z
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unter der Annahme konstanter Dichte p.



Beispiel: (Fortsetzung)

Es gilt:
®&|>o:mm — b\@m+mw§ﬁ?mv
Z
Vr2—g2 1/2
= \ \ | @2+ 22 dzdyda
V2 g2 —1/2

3

Y B Ry
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Transformationssatz:

Dies verallgemeinert die Substitutionsregel aus Analysis |l

Satz:

Sei ® : U — R", U C R"™ offen, eine C1-Abbildung. D C U sei
eine

kompakte, messbare Menge, so dass & auf DY einen Cl-
Diffeomorphismus bildet.

Dann ist auch (D) kompakt und messbar, und fir jede stetige
Funktion f : (D) — R qilt:

\ ixv%n\iﬁiz%aeg_%
D

®(D)
Bemerkung:

Man beachte, dass im Transformationssatz die Bijektivitat von & nur
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auf dem inneren Bereich DO gefordert wird — nicht jedoch auf dem
Rand!



Bespiel: Berechne den Schwerpunkt eines homogenen Kugelok-
tanten:

V={(z,y,2,)" : 2®+y?+2°<1 A xz,y,2>0}

Hier ist es einfacher den Schwerpunkt in Kugelkoordinaten zu be-
rechnen:

x r COS (p COS Y

y | = | rsinpcosy | = P(r,p, )
z rSsinay

Die Transformation ist auf ganz R3 definiert und mit
T T
D = _”Ou”_.”_ X ﬁowm~ X ~OQ|~
it (D) = V.
Weiter ist @ auf der offenen Menge DO ein C1-Diffeomorphismus
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und

det JP(r, p, 1) = r? cos



Bespiel: (Fortsetzung)
Nach dem Transformationssatz folgt

1 w/2m/2
vol (V) H\%H\\ \% cos Pdpdodr =
i 00 0 6
und
1 w/2m/2
vol (V) -z = \agxﬂ\\ \?nOmﬁnOmﬁvﬁm cos Ydipdpdr
4 00 O
1 /2 /2
= \ﬁw%f \nOmﬁ&ﬁ. \nOmmﬂ?@HH
0 0 0 16

Daraus folgt zs = 3.
Analog berechnet man y; = 25 = m.
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Beispiel: Der Steinersche Satz

Fur das Tragheitsmoment eines homogenen Korpers K mit Ge-
samtmasse m gilt bezuglich einer vorgegebenen Drehachse A

© 4 = md? + Og

Hierbei ist S die zu A parallele Achse durch den Schwerpunkt xg
des Korpers K und d der Abstand des Schwerpunktes xs von der

Achse A.

Idee zur Herleitung: Setze x := $(u) = x5 + u. Dann gilt:

©4 = p[(xx) - (x,2)?)dx
K

E\me +u,xs +u) — (xs + u,a)?)dx
D
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wobei

D ={x—xs :x€e K}



3.2 Kurvenintegrale

Fir eine stiickweise C1—Kurve ¢ : [a,b] — D, D C R", und eine
stetige, skalare Funktion f : D — R haben wir das Kurvenintegral
1. Art definiert durch

b
[ FGds = [ fle@)le®at

wobei || - || die euklidische Norm bezeichnet.

Erweiterung auf Kurvenintegrale Uber vektorwertige Funktionen,
d.h.

\ f(x)dx :="7

Anwendung und Interpretation:

Ein Massenpunkt bewegt sich entlang c(t) in einem Kraftfeld f(x).
Welche Arbeit muss entlang der Kurve geleistet werden?
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Definition: Fur ein stetiges Vektorfeld f : D — R", D C R"
offen, und

eine stiickweise C1-Kurve c : [a, b] — D definieren wir das
Kurvenintegral 2. Art durch

b

\ £(x)dx = \ (£(c(t), &(t)) dt

a
Herleitung:

Approximiere die Kurve durch einen Streckenzug mit Ecken c(t;),
wobei

Z=Hda=tg<t1 <...<tm=>b}

eine Zerlegung des Intervalls [a, b] ist.
Dann gilt fir die in einem Kraftfeld f(x) entlang der Kurve c(t)
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geleistete Arbeit die Naherungsformel:

m—1

Ar Yy (f(c(ty), c(tit1) — c(ty)

1=0



Daraus folgt:

n m—1

A x Y Y fie))(ci(tir1) —ci(t))
7=1 =0
—1

— MU MU ,@AOQ vvm ?.Sv@illev
7=1 =0

Fur eine Folge von Zerlegungen Z mit ||Z|| — O konvergiert die
linke Seite gegen das oben definierte Kurvenintegral 2. Art.

Bemerkung:

Fir eine geschlossene Kurve c(t), d.h. c(a) = c(b), schreibt man
das Kurvenintegral auch als

KWANV dx
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Eigenschaften des Kurvenintegrals 2. Art:
1) Linearitat:

[(af () + Be(x)) dx = a [ £(x) dx + 5 [ g(x) dx

C

2) Es qilt:
\w@& dx = I\w@nv dx

wobei (—c)(t) ;=c(b+a—1t),a<t<b
3) Es qilt:
\ f(x)dx = \mANv dx + \:xv dx
c1+co €1 €2

wobei der Endpunkt von ¢ der Anfangspunkt von c» ist.
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4) Das Kurvenintegral 2. Art ist parametrisierungsinvariant.

5) Es qilt:
b
\ F(x) dx = [(£(c(t)), T(D) lle(®)]| dt = \ (£, T) ds
mit dem Tangenten—Einheitsvektor T'(¢) := __MMMW__

6) Formale Schreibweise:

\mANv &Nl\MU fi(x) dx; = MU \b@@ dx;

=1 C

mit

[ 560 dars 1= \@ file®)e(®) dt
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Beispiel: Fiir x € R3 sej

f(x) = (—vy,=z, vaﬂ
c(t) := (cost,sint,at)!, 0<t<2r
Dann berechnet man
\mANv dx = \AI,@&& + zdy + 2°dz)
C C
2
= \AI sint)(—sint) + costcost + a’t%a) dt
0
2T
— \C + a3t2) dt
0

@w
= 214 Mﬁiw
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Definition: Ist u(x) ein Geschwindigkeitsfeld eines stromenden
Mediums, so nennt man das Kurvenintegral §. u(x)dx entlang einer
geschlossenen

Kurve auch die Zirkulation des Feldes u(x).

Beispiel:

Fir das Feld u(z,y) = (y,0)! € R? erhélt man langs der Kurve
c(t) = (rcost,1 +rsint)!, 0 <t < 2x die Zirkulation

2T
xixv% — \G+35$T35$&
c 0
2m
— \A|ﬁm.3|amm3m$&
0
ﬁw 2T
= |rcost— —(t—sintcost) = —7r?

2 0
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Definition:
Ein stetiges Vektorfeld f(x), x € D C R", heillt wirbelfrei, falls

dessen Kurvenintegral langs aller geschlossenen, stiickweise C1-
Kurven c(t) in D verschwindet, d.h.

Ve o &mﬁmv&x”o

Bemerkung: Ein Vektorfeld ist genau dann wirbelfrei, wenn der
Wert des Kurvenintegrals [.f(x)dx nur vom Anfangs— und End-
punkt des Weges, jedoch nicht vom konkreten Verlauf der Kurve
c abhangt.

Man sagt: das Kurvenintegral ist wegunabhangig.

Frage:

Welche Kriterien fir das Vektorfeld f(x) garantieren die Wegun-
abhangigkeit des Kurvenintegrals?
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Definition:

Eine Teilmenge D C R" heil3t zusammenhangend, falls je zwei
Punkte in D durch eine stiickweise C1—Kurve verbunden werden
konnen:

<xovu\om~u . dc:[a,b] = D oA@vHx©>o@vHu\o

Eine offene und zusammenhangende Menge D C R nennt man
auch ein Gebiet in R™,

Bemerkung:

Eine offene Menge D C R"™ ist genau dann nicht zusam-
menhangend, wenn es disjunkte, offene Mengen U1, U> C R" gibt
mit

UND#*0, UsNnD#*O, DcCULUU>
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Nicht zusammenhangende offene Mengen sind also — im Gegen-
satz zu zusammenhangende Mengen — in (zumindest) zwei disjunk-
te offene Bereiche trennbar.



Definition:
Seif : D — R" ein Vektorfeld auf einem Gebiet D C R™. Das

Vektorfeld nennt man ein Gradientenfeld, falls es eine skalare C1-
Funktion ¢ : D — R gibt mit

f(x) = Vo(x)
Die Funktion p(x) heil3t dann Stammfunktion oder Potential von
f(x).
Bemerkung:

Ein Massenpunkt bewege sich in einem konservativen Kraftfeld
K(x),

d.h. K besitzt ein Potential p(x).

Dannist U(x) = —¢(x) gerade die potentielle Energie:

K(x) =mx = -VU(x)
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Multipliziert man diese Beziehung mit x, so folgt:

m(%,%) + (VUG5 = & (Sml%|2 + U()) =0



Hauptsatz fur Kurvenintegrale:
Sei D C R" ein Gebiet und f(x) ein stetiges Vektorfeld auf D.

1) Besitzt f(x) ein Potential p(x), so gilt fir alle stickweisen
Cl—Kurvenc : [a,b] — D:

[ £ dx = o(e(®)) - p(c(@))

Insbesondere ist das Kurvenintegral wegunabhangig und f(x)
ist wirbelfrei.

2) Umgekehrt gilt: Ist f(x) wirbelfrei, so besitzt f(x) ein Potential

(x).
Ist xO € D ein fester Punkt, und bezeichnet cx (fir x € D)
eine beliebige, die Punkte x0 und x verbindende stiickweise

149



Cl-Kurve in D, soist »(x) gegeben durch:

o(x) = \m@& dx + c, ¢ = const.



Beispiel:
Das zentrale Kraftfeld

X
K(x) := %
besitzt das Potential
UG) =~ =~ (ad a3 4 ad) 712
Denn es qilt:
VU(x) = (23 + 23 4+ 23)73/2(z,y,2)T = %

Firr die langs einer stiickweisen C1—Kurve ¢ : [a,b] — R3\ {0}
geleistete Arbeit gilt dann:

1 1
A= Q\Exv dx = A__OEV__ B __o@v__v
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Beispiel:
Das Vektorfeld

ey + 23
f(x) := 2 + 32
3122 4 3y

besitzt das Potential

p(x) = 2%y + 22> + 3yz

Flr eine beliebige, die Punkte P = (1,1,2) und Q = (3,5,—-2)
verbindende C1-Kurve c(t) gilt also:

\:i dx = o(Q) — o(P) = —9 — 15 = —24

Interpretiert man f(x) als elektrisches Feld, so gibt das Kurvenin-
tegral 2. Art die Spannung zwischen den beiden Punkten P und @

an.
151



Beispiel: Wir betrachten das Vektorfeld

2 +y?\ @
Fir den Einheitskreis c(t) := (cost,sint)!, 0 < t < 2, findet
man:

(a,y) = Aévv (,9)7 € D =R\ {0}

27

\ :ﬁ%n \ EOSASV&
c 0
27

- Tl ()

2T
\H&Hwn
0
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f(x,vy) ist also nicht wirbelfrei und besitzt folglich auf D auch kein
Potential.



Bemerkung:
Istf(x), x € D C R3, ein C1-Vektorfeld mit Potential x(x), so folgt:

rot f(x) =rot(Vp(x)) =0 Vxe D

Daraus folgt, dass rot f(x) = O eine notwendige Bedingung fur
die Existenz eines Potentials ist.

Definiert man fiir ein Vektorfeld f : D — R2, D ¢ R2, die skalare
Rotation

@\m @,J

rot f(z,y) := Q y) — Q Y)

so ist rot f(x,y) = O auch in zwei D_Bm:m_o:ms eine notwendige
Bedingung.
Die Bedingung

rot f(x) =0
153



ist eine hinreichende Bedingung, falls das Gebiet D einfach
zusammenhangend ist, d.h. keine “Locher” enthalt.



Beispiel:
Wir betrachten wieder das Vektorfeld

_ 1 —y T 2
H.A.Huwkvl%wl_l@w T ’ A.Hu@v mml% /AOW
Berechnet man die Rotation, so ergibt sich
1 [ —y 0 x 0 Y
rot |— =
r2 x Ox \ 2 + y2 T Ox \ z2 + y2
B 1 D12 n 1 Dy?
224y (@2 49D? 2?4 y? (224 y2)?

= 0

Die Rotation von f(x, y) verschwindet zwar, aber f(x, y) besitzt auf
der
Menge D = R? \ {0} kein Potential.

Das Gebiet ist namlich nicht einfach zusammenhangend.
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Satz: (Integralsatz von Green)

Sei f(x) ein C1-Vektorfeld auf dem Gebiet D C R2. K C D sei
kompakt und bezuglich beider Koordinatenrichtungen projizierbar.
K wird dann von einer geschlossenen, stiickweisen C1—Kurve c(t)
berandet.

Die Parametrisierung sei so gewahlt, dass K stets links zur Durch-
laufrichtung liegt (positiver Umlauf).

Dann qilt:
M?.Axv dx = \qoﬁ f(x)dx
C

K
Bemerkung:

Der Greensche Integralsatz gilt auch fur kompakte Bereiche, die
sich in endlich viele, bezuglich beider Koordinatenrichtungen proji-
zierbarer Bereiche zerlegen lassen, in so genannte Greensche Be-
reiche.
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Andere Darstellungen des Integralsatzes von Green:
Wir hatten gesehen, dass die Beziehung

& £(x)dx = \& (f, T) ds

C

gilt, wobei T'(t) = __me__ den Tangenteneinheitsvektor bezeichnet.
Daraus folgt aber mit dem Integralsatz von Green
\ rot £(x) dx = & (£, T) ds

K 0K

Ist f(x) ein Geschwindigkeitsfeld, so ist die durch f beschriebene
Stromung unter der Bedingung rot f(x) = 0 wirbelfrei, denn

K:xv&x

ist gerade die Zirkulation von f(x).
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Andere Darstellungen des Integralsatzes von Green ll:

Ersetzt man in der obigen Gleichungen den Vektor T durch den
auReren Normaleneinheitsvektor n = (75, —73)?, so folgt

&?5% H KQHﬂml,\wﬂb%H& IN vﬂ%
IK IK K

\aﬁ J& %H\%Ex
f1
K K

und damit die Beziehung

\QZ f(x)dx = &Aﬁ n) ds

K 0K
Die rechte Seite beschreibt den Gesamtfluss der Stromung durch
den Rand von K. Gilt also divf(x) = 0, so ist die Stromung
quellen— und senkenfrei.
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Folgerung: Istrotf(x) = O fiiralle x € D, D C R? ein Gebiet,
so folgt

&w@&&xﬂo

C

fiir jede geschlossene stiickweise C1—Kurve, die einen Greenschen
Bereich B C D vollstandig umrandet.
Definition:

Ein Gebiet D C R"™ heil3t einfach zusammenhangend, falls sich
jede geschlossene Kurve ¢ : [a,b] — D stetig innerhalb D auf
einen Punkt in D zusammenziehen lasst, d.h. genauer:

Es gibt eine stetige Abbildung
® :[a,b] x [0,1] — D
mit ®(¢,0) = c(¢), V¢t € [a,b] und P(¢,1) =x° € D, Vt € [a, b].
Die Abbildung @ (¢, s) hei3t auch Homotopie.
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Satz: Sei D C R™ ein einfach zusammenhangendes Gebiet.
Ein C1-Vektorfeld f : D — R™ besitzt genau dann ein Potential auf
D

falls die Integrabilitatsbedingung
vxeD : Jf(x) = (Jf(x)’

erfullt ist.
Ausgeschrieben bedeutet dies
mw .
mw\.w — ﬂ@ <u.v A
Bemerkung:

In den Fallen n = 2, 3 stimmt die Integrabilitatsbedingung mit der
Bedingung

rotf(x) =0
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uberein.



Beispiel:
Fir x € R3\ {0} sei das Vektorfeld

2
( = tsinz )
\N\u
MM
f)=| Inr2+ 2 42ef |, r2i=a® 4y 427
2yz "

/ﬁ|w+m@+%60mm\

gegeben.

Wir wollen untersuchen, ob f(x) ein Potential besitzt und dieses ge-
gebenenfalls bestimmen.

Die Menge D = R3 \ {0} ist offensichtlich einfach zusam-
menhangend.

Weiter qilt:
rotf(x) =0
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Also besitzt f(x) ein Potential.



Berechnung des Potentials:
Es muss gelten: f(x) = Vp(x). Demnach folgt:

Oy 2xy :
I = f; = =2 4 sin

Durch Integration bezuglich der Variablen x ergibt sich:
o(x) =yInr? 4+ xsinz + c(y, 2)

mit einer unbekannten Funktion c(y, ).

Einsetzen in die Gleichung

o 2y?
oy r2
liefert
2y?  Oc 2y
2 Yy _ 2 Yy Y
Inr I_I\\,|M @|@|_3\\, I_IQ\.|MI_IN®
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Daraus folgt die Bedingung
oc

Oy
und es qilt

c(y,z) = ze¥ 4+ d(z)
Wir haben damit:

o(x) =yInr? 4+ xsinz + ze¥ + d(2)
mit der noch unbekannten Funktion d(z).
Die letzte Bedingung lautet

2
W|ﬁ|\w| @Nn_um@l_l&nOmN
z

Daraus folgt d’(z) = 0 und das Potential ist gegeben durch
0(x) =yInr? 4+ zsinz + ze¥ + ¢, ceR
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3.3 Oberflachenintegrale
Definition:
Sei D C R? ein Gebiet und p : D — R3 eine C1-Abbildung

x =p(u), x & %wv u= A:T:wvﬂ € DCR?
Sind fur alle u € D die beiden Vektoren

o g 9P
ouq Ouo
linear unabhangig, so heilit

F :={p(u) : ue D}

eine Flache bzw. ein Flachenstiick.
Die Abbildung x = p(u) nannt man eine Parametrisierung oder
Parameterdarstellung der Flache F..
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Beispiel:
Wir betrachten flr gegebenes » > 0 die Abbildung

r COS

p(p,2) = | rsing |,  (p,2)€R?
z

Die dadurch parametrisierte Flache ist ein unbeschrankter Zylinder
im R3.
Schranken wir den Definitionsbereich ein, etwa
(p,2) € K :=[0,27] x [0, H] C R?
so erhalten wir einen beschrankten Zylinder der Hohe H.
Die partiellen Ableitungen sind

9 —rsSiny 9 0
9P _ rCOS¢p |, P — 0
0 0

1 0 & 1
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und damit linear unabhangig auf ganz R2.



Beispiel:

Der Graph einer skalaren C1—Funktion ¢ : D — R, D C R? Gebiet,
ist eine Flache.

Eine Parametrisierung ist etwa gegeben durch

u1
p(uy,u) = uo , uebD
mbA\g”_L \ng
Die partiellen Ableitungen
1 O
B — 0O : ®|Hv o 1
ouq P ouo Do

sind linear unabhangig.
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Tangentialebene:

Die beiden linear unabhangigen Vektoren

0

9P 10 und P (w0

ouq ouo
liegen tangential an die Flache F'.

Sie spannen die Tangentialebene 7 o /" an die Flache F'im
Punkt x0 = p(u) auf.

Die Tangentialebene hat die Parameterdarstellung

0
P o) 4420,  ApeR

T oF : x=x9 4+
° + @QH @QM

X

Frage:

Wie kann ich den Flacheninhalt einer gegebenen Flache F' berech-
nen?
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Definition:
Seip: D — R3 die Parameterdarstellung einer Flache, und sei
K C D kompakt, messbar und zusammenhangend.

Dann wird der Flacheninhalt von p(K) definiert durch das
Oberflachenintegral

\ do : \ TEA:?@SE du

p(K)
Dabei nennt man den Term

do : \ :@ngm:mg du

auch das O_oml_mo:msm_m:_m:ﬁ der Flache x = p(u).
Das Oberflachenintegral ist insbesondere unabhangig von der spe-
ziellen Parametrisierung der Flache. Dies folgt aus dem Transforma-

tionssatz.
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Beispiel:
Fir die Mantelflache des Zylinders Z = p(K) mit

K :=[0,2n] x [0, H] C R?

und
7 COS
x =p(p,z) == | rsing |, (v 2)€R?
<
erhalt man wegen
0 0
PPl
:@ﬁ 0z

den Wert
2m H

O(Z) = \&0 = \ﬁ&?? z) = \\ﬁgm&ﬁ = 2nrH
A 00

K
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Beispiel:

Ist die Flache der Graph einer skalaren Funktion, d.h. x3
o(x1,x2), so gilt fur die zugehorigen Tangentialvektoren

1 0 —p
0 0 1
@U X @U = 0 X 1 = | —px,

Damit ergibt sich

mﬁxmﬁ _

@&H @%M

/\H + smH + ﬁmw
und

O(K) = [ do

p(K)
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— N/\H + 92, + ¢2, d(z1,22)



Beispiel:

Wir berechnen die Oberflache des Paraboloids P gegeben durch

P = {(z1,22,23)" €R’ : w3 =2—1a7 — 25, a7+ 25 < 2}

Dann qilt:
O(P) = \ /\H + haw + HW d(x1,x5)

HW+HWMM
V2 2m 2

— \ \ﬁpnTh%M%&ﬁ&%”ﬁ\(pnThm&m
0O O 0

2
— mﬁ n fvwﬁo = AWAN _ Sv — H%a
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Bemerkung:

Fir das Kreuzprodukt zweier Vektoren a, b € R3 gilt:
la x b|| = [|a]|?[|b]|* — (a, b)?

Daraus folgt

op _/ Op Op °
@&H @%M @HH @RM @RHQ @&M
Definiert man
@&H Ox1 Oxo' @&m

so ergibt sich die Beziehung

do = /\@QI F2d(uq,us)
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Beispiel:
Fur das Oberflachenelement der Sphare
MW = AA&T&wuawvﬂ cR3 Hw + HW + Hw = ww

ergeben sich mit der Parametrisierung uber Kugelkoordinaten

x1 COS  COSH oo
x> | =7r| sinpcosf |, (p,0) € [0,27] X ~||u|~
3 sin @ 22
die Beziehungen
op —Sinp cosf op lnnmﬁm._:m
®|Hﬁ cCospcosé |, — =r7r | —sinepsinfd
L 0 00 cosé

Daraus folgt
mHﬁmno%F F=0 G= 2

172



Beispiel: (Fortsetzung)

Aus der Beziehung

do = /\NQI F2d(uy,un)

folgt daher

do = r° cos 0 d(p,0), (¢,0) € [0, 27] X ﬁlwum

Wir konnen nun die Oberflache der Sphare berechnen:

O = \&o| \ \ﬁ cos 8 dyp db
—7/2 0
2
= 27r?sin &a\ = 4gr?

—7/2
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Definition:

Sei x = p(u) eine C1-Parametrisierung einer Flache F = p(K),
K C D kompakt, messbar und zusammenhangend.

1) FUr eine stetige Funktion f : FF — R definiert man das
Oberflachenintegral 1. Art durch

\ FGx)do: \ F(p(w) 7| <« P

ouy Ouo

2) Fir ein stetiges Vektorfeld f : F — R3 definiert man das
Oberflachenintegral 2. Art durch

\3@ do 1= \A:w?s P @|wv du
F

% QQH @QM
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Andere Darstellungen des Oberflachenintegrals 2. Art

Der Einheitsnormalenvektor n(x) auf der Flache F' ist gegeben
durch

op  9p
0 0
n(x) =n(p(u)) = -2
9 Op
7 QQH @QM

Wir schreiben daher auch

\:ﬁ do = \Am@??%w i P v du
F

U ou
i 1 2

= \ (f(p(u)),n(p(uw))) 7

K
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— \Exyixz do
F



Bemerkung:

1)

Physikalische Interpretation der Oberflachenintegrale:

Ist p(x) die Dichte einer massenbelegten Flache, so liefert das
Integral 1. Art gerade die Gesamtmasse der Flache.

Ist f(x) ein Geschwindigkeitsfeld einer stationaren Stromung,
so liefert das Integral 2. Art die Flussigkeitsmenge, die pro Zeit-
einheit durch die Flache F' stromt, d.h. den Fluss von f(x)
durch die Flache F..

Ist I’ eine geschlossene Flache, d.h. die Oberflachen eines
kompakten und einfach zusammenhangenden Kérpers im R3,
so schreiben wir

wiederum

& f(x)do bzw. & £(x) do
F F
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Die Parametrisierung ist dabei so gewahlt, dass der Einheits-
normalenvektor n(x) nach aul’en weist.



Satz: (Integralsatz von Gaul})

Sei G C R3 ein kompakter und messbarer Standardbereich, d.h.
G sei bezuglich jeder Koordinate projizierbar. Der Rand 0G beste-
he aus endlich vielen glatten Flachenstlucken mit aul3erer Normale
n(x).

Istf : D — R3 dann ein C1—Vektorfeld mit G C D, so gilt

\ div £(x) dx = \& £(x) do

G oG
Interpretation:
Die linke Seite ist ein Bereichsintegral Uber die skalare Funktion
g(x) :=div f(x). Die rechte Seite ist ein Oberflachenintegral 2. Art
beziglich des Vektorfeldes f(x). Ist f(x) das Geschwindigkeitsfeld
einer inkompressiblen Stromung, so gilt div f(x) = 0 und daher

x f(x)do =0

oG
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Beispiel:
Wir betrachten das Vektorfeld f(x) = x und die Kugel K:
K :={(z1,20,23)T €R3 : 27+ 23+ 23 <1}
Dann gilt offensichtlich
div f(x) =3
und damit

\ div £(x) dx = 3 - Vol(K) = 4x
K

Das entsprechende Oberflachenintegral laft sich am besten durch
Ubergang auf Kugelkoordinaten, d.h. die Parametrisierung der Ku-

gel
durch Kugelkoordinaten, berechnen.

178



Satz: (Formeln von Green)

Die Menge G C R3 erfiille die Voraussetzungen des GauRRschen
Integralsatzes. Fir C°~Funktionen f,g : D — R, G C D, gelten
dann die Relationen:

(Fog+ ViV dx = § 129 do
/ Iz
ox (fOg— gAf)dx = @m (759~ 927 do

Hierbei bezeichnet

9 (%) = Du f(x), x€0G
on

die Richtungsableitung von f(x) in Richtung des auf3eren Einheits-
normalenvektors n(x).
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Beweis: Wir setzen

F(x) = f(x) - Vg(x)
Dann gilt

div F(x) WT @v+|Q @Yqbf.@v

ox1 o0x1 0xo

= f-Ag+ (V[ ,Vg)
Wir wenden nun den Gauldschen Integralsatz an:

\QD,@ 1+ (VF,Vg)) dx \QzExv dx = K@J n) do

?ﬂs %l?

Die zweite Greensche Formel _no_@ﬁ 985 durch <m:mcmo:m: von f
und g.
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Satz: (Integralsatz von Stokes)

Seif : D — R3 ein C1-Vektorfeld auf einem Gebiet D C R3. Weiter
sei I' = p(K) eine Flache in D, FF C D, mit der Parametrisierung
x = p(u), u € R2.

K C R? sei ein Greenscher Bereich. Der Rand 8K werde durch ei-
ne stiickweise glatte C1—Kurve ¢ parametrisiert, deren Bild &(t) :=
p(c(t)) dann den Rand OF der Flache F' parametrisiert.

Die Orientierung der Randkurve ¢(t) sei hierbei so gewahlt, dass
n(é(t)) x ¢(t) in Richtung der Flache weist.

Dann gilt
\ rot £(x) do = & £(x) dx

F oOF
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Beispiel:

Gegeben sei das Vektorfeld
H.A.Hu Y, Nv — A|w\u X, |Nv@;
und die geschlossene Kurve ¢ : [0, 27] — R3 parametrisiert durch

c(t) = (cost,sint,0)!, 0<t<2r

Dann qilt:
2
FEax = [(f(e(), ) dt
C 0
2m —sint —sint
= \ COSst : COSt dt

: 0 0
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21
= \Am_smﬂ + cos?t) dt = 2n
0



Beispiel: (Fortsetzung)
Wir definieren nun eine Flache F C R3, die durch die Kurve c(t)

berandet wird:

z
Y
z )
mit (p, ) € K =

COS p COS Y
sinpcosty | =i p(p, )
Sin Y

0,27] x [0,n/2], d.h. die Flache F' ist gerade

die obere Kugelhalfte.
Der Integralsatz von Stokes besagt nun:

\ rot £(x) do = x £(x) dx

F

c=0F

Wir haben bereits die rechte Seite, ein Kurvenintegral 2. Art, be-

rechnet:

Mw f(x)dx = 2=«

c=0F
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Beispiel: (Fortsetzung)

Es bleibt also das Oberflachenintegral 2. Art:
op
\_a:?v do H\ ot £(p(o. 1)), 22 x PPN dody
Op O
F K
Beachte: Die rechte Seite ist ein Bereichsintegral.

Man berechnet direkt, dass rotf(x) = (0,0, 2)? gilt und

op op [ COS¥ oOmww W
W X g Sin ¢ COS“ Y
L sin v cos
Daraus folgt:
ﬁ.\M 21 ﬁ.\w

\85&%“ \ \mmS@OOme%@HMﬁ \ Sin(24) dip = 27

F O O o)
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