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K
apitel1:

D
ifferentialrechnung

m
ehrererVariablen

1.1
Partielle

A
bleitungen

Im
Folgenden

sei

f
(x

1
,...,x

n
)
eine

skalare
Funktion,die

von
n
Variablen

abhängt

B
eispiel:

D
ie
Zustandsgleichung

eines
idealen

G
ases

lautet
p
V

=
R

T
.

Jede
G
röße

p,
V
und

T
läßtsich

als
Funktion

deranderen
darstel-

len:

p
=

p
(V

,t)
=

R
TV

V
=

V
(p

,T
)
=

R
Tp

2



T
=

T
(p

,V
)
=

p
VR



D
efinition:

S
eiD

⊂
R

n
offen,

f
:
D
→

R
,
x
0∈

D
.

1)
f
(
x
)
heißt

in
x
0
nach

x
i
partiell

differenzierbar,
falls

der
G
renzw

ert

∂
f

∂
x

i (
x
0
)

:=
lim
t→

0

f
(
x
0
+

te
i )−

f
(
x
0
)

t

=
lim
t→

0

f
(x

01
,...,x

0i
+

t,...,x
n
)−

f
(x

01
,...,x

0i
,...,x

n
)

t

existiert.D
abeibezeichnet

e
i den

i–ten
E
inheitsvektor.

D
en

G
renzw

ert
nennt

m
an

die
partielle

A
bleitung

von
f
(
x
)

nach
x

i im
P
unkt

x
0.

2)
E
xistieren

für
jeden

P
unkt

x
0
die

partiellen
A
bleitungen

nach
jeder

Variablen
x

i ,i
=

1
,...,n

und
sind

diese
stetige

Funk-
tionen,so

nenntm
an

f
(
x
)
stetig

partielldifferenzierbaroder
eineC

1–Funktion.
3



B
eispiele:
1)
B
etrachte

die
Funktionf

(x
1
,x

2
)
=

x
21
+

x
22

Füreinen
P
unkt

x
0∈

R
2
existieren

beide
partiellen

A
bleitungen

und
diese

sind
auch

stetig:

∂
f

∂
x
1
(
x
0
)
=

2
x
1
,

∂
f

∂
x
2
(
x
0
)
=

2
x
2

D
ie
Funktion

istalso
eineC

1
(
R

2
)–Funktion.

2)
D
ie
Funktion

f
(x

1
,x

2
)
=

x
1
+
|x

2 |
istim

P
unkt

x
0

=
(0

,0
)
T
partielldifferenzierbarnach

derKo-
ordinate

x
1 ,
aber

die
partielle

A
bleitung

nach
x
2
existiert

im
U
rsprung

nicht!
4



Konkretes
B
eispiel:

D
erS

challdruck
einer1–d

S
challw

elle
istgegeben

durch

p
(x

,t)
=

A
sin

(α
x−

ω
t)

D
ie
partielle

A
bleitung∂

p

∂
x

=
α

A
c
o
s(α

x−
ω

t)

beschreibt
zu

einer
festen

Zeit
t
die

örtliche
Ä
nderungsrate

des
S
challdrucks.

D
ie
partielle

A
bleitung∂

p

∂
t
=
−

ω
A

c
o
s(α

x−
ω

t)

beschreibtfüreinen
festen

O
rt

x
die

zeitliche
Ä
nderung

des
S
chall-

druckes.
5



B
em
erkungen:

1)
S
ind

f
,g
partiellnach

x
i differenzierbar,

α
,β
∈

R
,so

gelten:

∂∂
x

i ( α
f
(
x
)
+

β
g
(
x
))

=
α

∂
f

∂
x

i (
x
)
+

β
∂
g

∂
x

i (
x
)

∂∂
x

i ( f
(
x
)·

g
(
x
))

=
∂
f

∂
x

i (
x
)·

g
(
x
)
+

f
(
x
)·

∂
g

∂
x

i (
x
)

∂∂
x

i (
f
(
x
)

g
(
x
) )

=

∂
f

∂
x

i (
x
)·

g
(
x
)−

f
(
x
)·

∂
g

∂
x

i (
x
)

g
(
x
)
2

,
g
(
x
)�=

0

2)
M
an
verw

endetauch
andere

B
ezeichnungen:

D
i f

(
x
0
)

oder
f
x

i (
x
0
)

6



D
efinition:

S
eif

:
D
→

R
,
D
⊂

R
n
offen,in

einem
P
unkt

x
0∈

R

(nach
allen

Koordinaten)partielldifferenzierbar.

1)
D
erZeilenvektor

D
f
(
x
0
)
:= (

∂
f

∂
x
1
(
x
0
),...,

∂
f

∂
x

n
(
x
0
) )

heißtdie
A
bleitung

von
f
(
x
)
in

x
0.

2)
M
an
schreibtauch

als
Spaltenvektor:

grad
f
(
x
0
)
=
∇

f
(
x
0
)
:= (

∂
f

∂
x
1
(
x
0
),...,

∂
f

∂
x

n
(
x
0
) )

T

und
bezeichnetdies

als
G
radient,den

sym
bolischen

Vektor

∇
:=

(
∂

∂
x
1
,...,

∂

∂
x

n
)
T

als
den

N
abla–O

perator.
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B
em
erkung:

S
eien

f
(
x
)
und

g
(
x
)
partielldifferenzierbarauf

D
.

D
ann

gelten
die

folgenden
D
ifferentiationsregeln:

grad
(α

f
+

β
g
)

=
α
·grad

f
+

β
·grad

g

grad
(f·

g
)

=
g·grad

f
+

f·grad
g

grad (
fg )

=
1g
2
(g·grad

f−
f·grad

g
),

g�=
0

B
eispiel:

1)
S
ei

f
(x

,y
)
=

e
x·

sin
y.D

ann
gilt:

grad
f
(x

,y
)
=

(e
x·

sin
y
,e

x·
c
o
s
y
)
T

=
e
x
(sin

y
,c

o
s
y
)
T

2)
Für

r
(
x
)
:=
‖
x‖

2
gilt:

grad
r
(
x
)
=

x

r
(
x
)

=
x

‖
x‖

2
(
x
�=

0
)
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W
ichtige

B
eobachtung:

E
ine

nach
allen

Koordinaten
partielldifferenzierbare

Funktion
ist

N
IC
H
T
unbedingtstetig!!!

B
eispiel:

B
etrachte

die
Funktion

f
:

R
2→

R
definiertdurch

f
(x

,y
)
:= ⎧⎪⎨⎪⎩

x·
y

(x
2
+

y
2
)
2

:
für

(x
,y

)�=
0

0
:
für

(x
,y

)
=

0

D
ie
Funktion

istaufganz
R

2
partielldifferenzierbarund

f
x
(0

,0
)

=
f
y
(0

,0
)
=

0

∂
f

∂
x
(x

,y
)

=
y

(x
2
+

y
2
)
2 −

4
x
2
y

(x
2
+

y
2
)
3
,

(x
,y

)�=
(0

,0
)9



∂
f

∂
y
(x

,y
)

=
x

(x
2
+

y
2
)
2 −

4
x
y
2

(x
2
+

y
2
)
3
,

(x
,y

)�=
(0

,0
)



B
eispiel:

(Fortsetzung)

B
erechnung

derpartiellen
A
bleitungen

im
P
unkt

(x
0
,y

0
)
=

(0
,0

):

∂
f

∂
x
(0

,0
)

=
lim
t→

0

f
(t,0

)−
f
(0

,0
)

t
=

t·
0

(t 2
+

0
2
)
2 −

0

t
=

0

∂
f

∂
y
(0

,0
)

=
lim
t→

0

f
(0

,t)−
f
(0

,0
)

t
=

0
·
t

(0
2
+

t 2
)
2 −

0

t
=

0

A
ber:

Im
P
unkt

(x
0
,y

0
)
=

(0
,0

)
istdie

Funktion
nichtstetig:

lim
n→

∞
f (

1n
,
1n )

=
1n ·

1n
(
1n ·

1n
+

1n ·
1n )

2
=

1n
24n
4

=
n
24
→
∞

10



A
lso

gilt:

lim
(x

,y
)→

(
0
,0

)
f
(x

,y
)�=

f
(0

,0
)
=

0



D
am
iteine

partielldifferenzierbare
Funktion

auch
stetig

ist,benötigt
m
an
zusätzliche

E
igenschaften,z.B.

A
lle
partiellen

A
bleitungen

sind
beschränkt.

Satz:
Ist

f
:

D
→

R
,
D
⊂

R
n
offen,in

einer
U
m
gebung

von
x
0
∈

D

partielldifferenzierbar,und
sind

die
partiellen

A
bleitungen

∂
f

∂
x

i ,
i
=

1
,...,n,dortbeschränkt,so

ist
f
(
x
)
stetig

in
x
0.

B
em
erkung:

In
unserem

B
eispielsind

die
partiellen

A
bleitungen

in
einerU

m
ge-

bung
vom

P
unkt

(x
0
,y

0
)
=

(0
,0

)
nichtbeschränkt:

∂
f

∂
x
(x

,y
)
=

y

(x
2
+

y
2
)
2 −

4
x
2
y

(x
2
+

y
2
)
3
,

(x
,y

)�=
(0

,0
)11



B
ew
eis

des
S
atzes:

Für‖
x−

x
0‖∞

<
ε,

ε
hinreichend

klein,schreiben
w
ir:

f
(
x
)−

f
(
x
0
)

=
(f

(x
1
,...,x

n−
1
,x

n
)−

f
(x

1
,...,x

n−
1
,x

0n
))

+
(f

(x
1
,...,x

n−
1
,x

0n
)−

f
(x

1
,...,x

n−
2
,x

0n−
1
,x

0n
))

...+
(f

(x
1
,x

02
,...,x

0n
)−

f
(x

01
,...,x

0n
))

B
eijeder

D
ifferenz

auf
der

linken
S
eite,

betrachten
w
ir

f
als

eine
Funktion

einerVariablen,zum
B
eispiel

g
(x

n
)−

g
(x

0n
)
:=

f
(x

1
,...,x

n−
1
,x

n
)−

f
(x

1
,...,x

n−
1
,x

0n
)

D
a

f
partielldifferenzierbar,ist

g
differenzierbarund

es
giltderM

it-
telw

ertsatz:

g
(x

n
)−

g
(x

0n
)
=

g ′(ξ
n
)(x

n −
x
0n
)

fürein
geeignetes

ξ
n
zw
ischen

x
n
und

x
0n .

12



A
nw
endung

des
M
W
S
für

Funktionen
einer

Variablen
auf

jeden
Term

derrechten
S
eite

ergibt:

f
(
x
)−

f
(
x
0
)

=
∂
f

∂
x

n
(x

1
,...,x

n−
1
,ξ

n
)·

(x
n −

x
0n
)

+
∂
f

∂
x

n−
1
(x

1
,...,x

n−
2
,ξ

n−
1
,x

0n
)·

(x
n−

1 −
x
0n−

1
)

...+
∂
f

∂
x
1
(ξ

1
,x

02
,...,x

0n
)·

(x
1 −

x
01
)

S
ind

die
partiellen

A
bleitungen

in
der

U
m
gebung

‖
x
−

x
0‖∞

<
ε

beschränkt,so
gilt:

|f
(
x
)−

f
(
x
0
)|≤

C
1 |x

1 −
x
01 |

+
...

+
C

n |x
n −

x
0n |

und
dam

itist
f
(
x
)
stetig

in
x
0,denn

f
(
x
)→

f
(
x
0
)

für
‖
x−

x
0‖∞

→
0

13



H
öhere

A
bleitungen

D
efinition:
E
ine

skalare
Funktion

f
(
x
)
seiaufeiner

offenen
M
enge

D
⊂

R
n

partiell
differenzierbar.

S
ind

die
partiellen

A
bleitungen

w
iederum

partielldifferenzierbar,
so
erhält

m
an

die
partiellen

A
bleitungen

zw
eiterO

rdnung:

∂
2
f

∂
x

j ∂
x

i
:=

∂

∂
x

j (
∂
f

∂
x

i )

B
eispiel:

Partielle
A
bleitungen

zw
eiter

O
rdnung

einer
Funktion

f
(x

,y
):

∂
2
f

∂
x
2

=
∂∂
x (

∂
f

∂
x )

,
∂
2
f

∂
y
∂
x

=
∂∂
y (

∂
f

∂
x )

,
∂
2
f

∂
x
∂
y
,

∂
2
f

∂
y
2

14



S
einun

i1
,...,ik ∈

{
1
,...,n}.D

ann
definiertm

an
rekursiv

∂
k
f

∂
x

ik ∂
x

ik−
1
...∂

x
i1

:=
∂

∂
x

ik ⎛⎝
∂

k−
1
f

∂
x

ik−
1 ∂

x
ik−

2
...∂

x
i1 ⎞⎠



D
efinition:

(Fortsetzung)
D
ie
Funktion

f
(
x
)
heißt

k–fach
partielldifferenzierbar,falls

alle
A
bleitungen

derO
rdnung

k
auf

D
existieren:

∂
k
f

∂
x

ik ∂
x

ik−
1
...∂

x
i1

=
D

ik D
ik−

1
...D

i1 f
=

f
x

i1
...x

ik

S
ind

alldiese
A
bleitungen

zudem
stetig,so

heißtdie
Funktion

f
(
x
)

k–fach
stetig

partielldifferenzierbaroderauch
C

k–Funktion
auf

D
,
k

=
1
,2

,3
,....

S
tetige

Funktionen
f
(
x
)
nenntm

an
auch

C
0–Funktionen.

B
eispiel:

G
egeben

seidie
Funktion

f
(x

1
,...,x

n
)
=

n∏i=
1

x
ii .

D
ann

gilt:
∂

n
f

∂
x

n
...∂

x
1

=
?

15



AC
H
TU
N
G
:

D
ie
R
eihenfolge,in

derdie
partiellen

A
bleitungen

durchzuführen
sind,ist

i.A
llg.nichtbeliebig

vertauschbar!

B
eispiel:

G
egeben

seidie
Funktion

f
(x

,y
)
:= ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

x
y

x
2−

y
2

x
2
+

y
2

:
für

(x
,y

)�=
(0

,0
)

0
:
für

(x
,y

)
=

(0
,0

)

M
an
berechnetdirekt

f
x
y
(0

,0
)

=
∂∂
y (

∂
f

∂
x
(0

,0
) )

=
−
1

f
y
x
(0

,0
)

=
∂∂
x (

∂
f

∂
y
(0

,0
) )

=
+

1

16



Satz:
(Vertauschbarkeitssatz

von
S
chw

arz)

Ist
f

:
D
→

R
,
D
⊂

R
n
offen,eine

C
2–Funktion,so

gilt
füralle

i,j∈
{
1
,...,n}:

∂
2
f

∂
x

j ∂
x

i (x
1
,...,x

n
)
=

∂
2
f

∂
x

i ∂
x

j (x
1
,...,x

n
)

B
ew
eisidee:

Zw
eifache

A
nw
endung

des
M
ittelw

ertsatzes.

Folgerung:
Ist

f
(
x
)
eine

C
k–Funktion,so

kann
m
an
die

R
eihenfolge

derD
iffe-

rentiationen
zurB

erechnung
derpartiellen

A
bleitungen

bis
zur

k–ten
O
rdnung

beliebig
vertauschen!

17



B
eispiel:

G
egeben

seidie
Funktion

f
(x

,y
,z

)
=

y
2
z
sin

(x
3
)
+

(c
o
sh

y
+

1
7
e
x
2
)z

2

Zu
berechnen

istdie
partielle

A
bleitung

dritterO
rdnung

f
x
y
z .

D
ie
R
eihenfolge

derA
bleitungen

istvertauschbar,da
f
∈

C
3.

1)
Leite

zunächstnach
z
ab:

∂
f

∂
z

=
y
2
sin

(x
3
)
+

2
z
(c

o
sh

y
+

1
7
e
x
2
)

2)
Jetztleiten

w
ir

f
z
nach

x
(dam

itfällt
c
o
sh

y
raus):

f
z
x

=
∂∂
x (

y
2
sin

(x
3
)
+

2
z
(c

o
sh

y
+

1
7
e
x
2
) )

=
3
x
2
y
2
c
o
s(x

3
)
+

6
8
x
z
e
x
2

3)
Fürdie

partielle
A
bleitung

von
f
z
x
nach

y
erhalten

w
ir:

f
x
y
z
=

6
x
2
y
c
o
s(x

3
)

18



D
erLaplace–O

peratoristdefiniertdurch

Δ
:=

n∑i=
1

∂
2

∂
x
2i

Füreine
skalare

Funktion
u
(
x
)
=

u
(x

1
,...,x

n
)
istalso

Δ
u

=
n∑i=
1

∂
2
u

∂
x
2i

=
u

x
1
x
1
+

...
+

u
x

n
x

n

B
edeutung:

Partielle
D
ifferentialgleichungen

zw
eiter

O
rd-

nungu
tt

=
Δ

u
(W
ellengleichung)

u
t

=
Δ

u
(W
ärm

eleitungsgleichung)

Δ
u

=
0

(Laplace–G
leichung

oderPotentialgleichung)19



Vektorw
ertige

Funktionen

D
efinition:

S
ei

f
:

D
→

R
m
,
D
⊂

R
n
offen,eine

vektorw
ertige

Funktion.
D
ie
Funktion

f
heißtpartielldifferenzierbarin

x
0∈

D
,falls

füralle
i
=

1
,...,n

die
G
renzw

erte

∂
f

∂
x

i (
x
0
)
=

lim
t→

0

f(
x
0
+

te
i )−

f(
x
0
)

t

existieren.
D
ie
B
erechnung

erfolgtkom
ponentenw

eise

∂
f

∂
x

i (
x
0
)
= ⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

∂
f
1

∂
x

i
...

∂
f
m

∂
x

i ⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
20



D
efinition:
Für

m
=

n
nenntm

an
die

Funktion
f
:
D
→

R
n
ein

Vektorfeld
auf

D
.Istjede

Koordinatenfunktion
f
i (

x
)
von

f
=

(f
1
,...,f

n
)
T
eine

C
k–Funktion,so

nenntm
an

f
einC

k–Vektorfeld.

B
eispiele

fürVektorfelder:
•

G
eschw

indigkeitsfeldervon
ström

enden
Flüssigkeiten

oderG
a-

sen,
•

elektrom
agnetische

Felderoder
•

Tem
peraturgradienten

in
Festkörpern.

D
efinition:

Für
ein

partielldifferenzierbares
Vektorfeld

f
:

D
→

R
n
definiertm

an
die

D
ivergenz

durch

div
f(

x
0
)
:=

n∑i=
1

∂
f
i

∂
x

i (
x
0
)

21



A
ndere

N
otationen:

div
f(

x
)
=
∇

T
f(

x
)
=

(∇
,
f(

x
))



B
em
erkung:

E
s
gelten

die
folgenden

R
echenregeln:

div
(α

f
+

β
g
)

=
α
div

f
+

β
div

g

div
(ϕ
·
f)

=
(∇

ϕ
,
f)

+
ϕ
div

f

B
em
erkung:

Ist
f

:
D
→

R
eineC

2–Funktion,so
giltfürden

Laplace–O
perator

Δ
f

=
div

(∇
f
)

D
efinition:
Fürpartielldifferenzierbares

Vektorfeld
im

R
3,

f
:
D
→

R
3,

D
⊂

R
3

offen,definiertm
an
die

R
otation

durch

rot
f(

x
0
)
:= (

∂
f
3

∂
x
2 −

∂
f
2

∂
x
3
,
∂
f
1

∂
x
3 −

∂
f
3

∂
x
1
,
∂
f
2

∂
x
1 −

∂
f
1

∂
x
2 )

T|x
022



A
ndere

N
otationen:

rot
f(

x
)
=
∇
×

f(
x
)
= ∣∣∣∣∣∣∣∣

e
1

e
2

e
3

∂
∂
x
1

∂
∂
x
2

∂
∂
x
3

f
1

f
2

f
3 ∣∣∣∣∣∣∣∣

B
em
erkung:

E
s
gelten

die
folgenden

R
echenregeln:

rot(α
f
+

β
g
)

=
α
rotf

+
β
rotg

rot(ϕ
·
f)

=
(∇

ϕ
)×

f
+

ϕ
rotf

B
em
erkung:

Ist
ϕ

:
D
→

R
,
D
⊂

R
3,eine

C
2–Funktion,so

folgtaufgrund
des

Vertauschbarkeitssatzes
von

S
chw

arz

rot(∇
ϕ
)
=

0
,

d.h.G
radientenfeldersind

stets
rotationsfrei.

23



1.2
D
as
vollständige

D
ifferential

D
efinition:
S
ei

D
⊂

R
n
offen,

x
0
∈

D
und

f
:

D
→

R
m
.D
ie
Funktion

f(
x
)

heißtdifferenzierbar
in

x
0
(oder

vollständig
bzw.totaldifferen-

zierbar),falls
es
eine

lineare
A
bbildung

l(
x
,
x
0
)
:=

A
·
(
x−

x
0
)

m
iteinerM

atrix
A
∈

R
(m

,n
)
gibt,fürdie

die
A
pproxim

ationseigen-
schaft

f(
x
)
=

f(
x
0
)
+

A
·
(
x−

x
0
)
+

o
(‖

x−
x
0‖

)

d.h.

lim
x→

x
0

f(
x
)−

f(
x
0
)−

A
·
(
x−

x
0
)

‖
x−

x
0‖

=
0

erfülltist.
24



B
ezeichnungen:
M
an
nenntdie

lineare
A
bbildung

ldas
(vollständige

odertotale)
D
ifferentialvon

f(
x
)
im
P
unkt

x
0
und

bezeichnet
lm
it
d
f(

x
0
).

D
ie
zugehörige

M
atrix

A
heißtJacobi–M

atrix
oderFunktionalm

a-
trix

von
f(

x
)
im
P
unkt

x
0
und

w
ird
m
it
J

f(
x
0
)
(m
anchm

alauch
m
it

D
f(

x
0
)
oder

f ′(
x
0
))bezeichnet.

B
em
erkung:

Für
m

=
n

=
1
erhalten

w
irdie

aus
A
nalysis

Ibekannte
B
eziehung

f
(x

)
=

f
(x

0
)
+

f ′(x
0
)(x−

x
0
)
+

o
(|x−

x
0 |)

fürdie
A
bleitung

f ′(x
0
)
im
P
unkt

x
0 .

B
em
erkung:

Im
Falleinerskalaren

Funktion
(m

=
1)ist

A
=

a
ein

Zeilenvektor
und

a
(
x−

x
0
)
ein

S
kalarprodukt〈a

T
,
x−

x
0〉.

25



Satz:
S
ei

f
:
D
→

R
m
,
x
0∈

D
⊂

R
n,

D
offen.

a)
Ist

f(
x
)
in

x
0
differenzierbar,so

ist
f(

x
)
auch

stetig
in

x
0.

b)
Ist

f(
x
)
in

x
0
differenzierbar,so

istdas
D
ifferentialund

dam
it

auch
die

Jacobi–M
atrix

eindeutig
bestim

m
tund

es
gilt

J
f(

x
0
)
= ⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

∂
f
1

∂
x
1
(
x
0
)

...
∂
f
1

∂
x

n
(
x
0
)

...
...

∂
f
m

∂
x
1
(
x
0
)

...
∂
f
m

∂
x

n
(
x
0
) ⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= ⎛⎜⎜⎜⎝
D

f
1
(
x
0
)

...

D
f
m
(
x
0
) ⎞⎟⎟⎟⎠

c)
Ist

f(
x
)
eineC

1–Funktion
auf

D
,so

ist
f(

x
)
auf

D
(vollständig)

differenzierbar.

B
em
erkung:

M
an
beachte,dass

differenzierbar
hiervollständig/totaldifferen-

zierbarbedeutet.
26



B
ew
eis

von
a):

Ist
f
in

x
0
differenzierbar,so

giltnach
D
efinition

lim
x→

x
0

f(
x
)−

f(
x
0
)−

A
·
(
x−

x
0
)

‖
x−

x
0‖

=
0

D
araus

folgtaber

lim
x→

x
0 ‖

f(
x
)−

f(
x
0
)−

A
·
(
x−

x
0
)‖

=
0

und
w
irerhalten

‖
f(

x
)−

f(
x
0
)‖

≤
‖
f(

x
)−

f(
x
0
)−

A
·
(
x−

x
0
)‖

+
‖
A
·
(
x−

x
0
)‖

→
0

für
x
→

x
0

D
am
itistdie

Funktion
f
stetig

im
P
unkt

x
0.

27



B
ew
eis

von
b):

S
ei

x
=

x
0
+

te
i ,|t|

<
ε,

i∈
{
1
,...,n}.

D
a

f
im
P
unkt

x
0
differenzierbarist,folgt

lim
x→

x
0

f(
x
)−

f(
x
0
)−

A
·
(
x−

x
0
)

‖
x−

x
0‖∞

=
0

W
irschreiben

nun

f(
x
)−

f(
x
0
)−

A
·
(
x−

x
0
)

‖
x−

x
0‖∞

=
f(

x
0
+

te
i )−

f(
x
0
)

|t|
−

t A
e
i

|t|

=
t|t| · (

f(
x
0
+

te
i )−

f(
x
0
)

t
−

A
e
i )

→
0

(t→
0
)

28



D
araus

folgt

lim
t→

0

f(
x
0
+

te
i )−

f(
x
0
)

t
=

A
e
i

i
=

1
,...,n



B
eispiel:
a)
B
etrachte

die
skalare

Funktion
f
(x

1
,x

2
)
=

x
1
e
2
x
2.D

ann
lau-

tetdie
Jacobi–M

atrix:

J
f
(x

1
,x

2
)
=

D
f
(x

1
,x

2
)
=

e
2
x
2
(1

,2
x
1
)

b)
B
etrachte

die
Funktion

f
:

R
3→

R
2
definiertdurch

f(x
1
,x

2
,x

3
)
= (

x
1
x
2
x
3

sin
(x

1
+

2
x
2
+

3
x
3
) )

D
ie
Jacobi–M

atrix
ergibtsich

in
derForm

J
f(x

1
,x

2
,x

3
)
= ⎛⎜⎜⎜⎜⎝

∂
f
1

∂
x
1

∂
f
1

∂
x
2

∂
f
1

∂
x
3

∂
f
2

∂
x
1

∂
f
2

∂
x
2

∂
f
2

∂
x
3 ⎞⎟⎟⎟⎟⎠

= (
x
2
x
3

x
1
x
3

x
1
x
2

c
o
s
s

2
c
o
s
s

3
c
o
s
s )

w
obei

s
=

x
1
+

2
x
2
+

3
x
3 .

29



B
eispiele:

c)
S
ei

f(
x
)
=

A
x,

A
∈

R
(m

,n
)
und

x
∈

R
n.D

ann
gilt

J
f(

x
)
=

A
∀

x
∈

R
n

d)
S
ei

f
(
x
)

=
x

T
A

x
=
〈x

,
A

x〉,
A
∈

R
(n

,n
)
und

x
∈

R
n.D

ann
gilt

∂
f

∂
x

i
=

〈e
i ,

A
x〉

+
〈x

,
A

e
i 〉

=
e
Ti
A

x
+

x
T
A

e
i

=
x

T
(
A

T
+

A
)
e
i

D
araus

folgt

J
f
(
x
)
=

D
f
(
x
)
=

x
T
(
A

T
+

A
)

30



Satz:
(D
ifferentiationsregeln)

1)
Linearität

S
ind

f,
g

:
D
→

R
m
differenzierbarin

x
0
∈

D
,
D

offen,so
istauch

α
f(

x
0
)
+

β
g
(
x
0
),

α
,β
reell,differenzierbar

in
x
0
und

es
gilt

d
(α

f
+

β
g
)(

x
0
)

=
α

d
f(

x
0
)
+

β
d
g
(
x
0
)

J
(α

f
+

β
g
)(

x
0
)

=
α

J
f(

x
0
)
+

β
J
g
(
x
0
)

2)
K
ettenregel

Ist
f

:
D
→

R
m
differenzierbar

in
x
0
∈

D
,
D

offen,und
ist

g
:
E
→

R
k
differenzierbarin

y
0

=
f
(
x
0
)∈

E
⊂

R
m
,
E
offen,so

ist
g◦

f
ebenfalls

in
x
0
differenzierbar.

Fürdie
D
ifferentiale

gilt

d
(
g◦

f)(
x
0
)
=

d
g
(
y
0
)◦

d
f(

x
0
)

und
analog

fürdie
Jacobi–M

atrizen

J
(
g◦

f)(
x
0
)
=

J
g
(
y
0
)·

J
f(

x
0
)

31



B
eispiel:

(zurKettenregel)

S
ei

h
:

I
→

R
n,

I
⊂

R
Intervall,eine

in
t0
∈

I
differenzierbare

Kurve
m
it
W
erten

in
D
⊂

R
n,

D
offen,

und
f

:
D
→

R
eine

in
x
0

=
h
(t0

)
differenzierbare

skalare
Funktion.

D
ann

istauch
die

H
intereinanderausführung

(f◦
h
)(t)

=
f
(h

1
(t),...,h

n
(t))

in
t0
differenzierbar,und

fürdie
A
bleitung

gilt:

(f◦
h
) ′(t0

)
=

J
f
(
h
(t0

))·
J
h
(t0

)

=
D

f
(
h
(t0

))·
h ′(t0

)

=
n∑k
=

1

∂
f

∂
x

k
(
h
(t0

))·
h

k
(t0

)

32



R
ichtungsableitungen
D
efinition:

S
ei

f
:

D
→

R
,
D
⊂

R
n
offen,

x
0
∈

D
.Für

einen
Vektor

v
∈

R
\{

0}
heißt

D
v

f
(
x
0
)
:=

lim
t→

0

f
(
x
0
+

tv
)−

f
(
x
0
)

t

die
R
ichtungsableitung

(G
ateaux–A

bleitung)
von

f
(
x
)
in
R
ich-

tung
v.

B
eispiel:

S
ei

f
(x

,y
)
=

x
2
+

y
2
und

v
=

(1
,1

)
T
.D
ann

giltfür
die

R
ichtungsableitung

in
R
ichtung

v:

D
v

f
(x

,y
)

=
lim
t→

0

(x
+

t)
2
+

(y
+

t)
2−

x
2−

y
2

t

=
lim
t→

0

2
x
t
+

t 2
+

2
y
t
+

t 2

t

=
2
(x

+
y
)

33



B
em
erkung:

1)
Für

v
=

e
i
istdie

R
ichtungsableitung

gerade
die

partielle
A
b-

leitung
nach

x
i :

D
v

f
(
x
0
)
=

∂
f

∂
x

i (
x
0
)

2)
Ist

v
ein

E
inheitsvektor,also

‖
v‖

=
1,so

beschreibtdie
R
ich-

tungsableitung
D

v
f
(
x
0
)
die

S
teigung

von
f
(
x
)
in
R
ichtung

v.

3)
Istf

(
x
)
in

x
0
differenzierbar,so

existieren
säm

tliche
R
ichtungs-

ableitungen
von

f
(
x
)
in

x
0
und

es
gilt:

D
v

f
(
x
0
)
=
grad

f
(
x
0
)·

v

D
ies

folgtaus
A
nw
endung

derKettenregelfür
h
(t)

:=
x
0
+

tv

D
v

f
(
x
0
)
=

dd
t (f◦

h
)|t=

0
=
grad

f
(
x
0
)·

h ′(0
)

34



Satz:
(Eigenschaften

des
G
radienten)

S
ei

f
:
D
→

R
,
D
⊂

R
n
offen,in

x
0∈

D
differenzierbar.

1)
D
erG

radientenvektorgrad
f
(
x
0
)∈

R
n
stehtsenkrechtaufder

N
iveaum

engeN
x
0
:=
{
x
∈

D
:

f
(
x
)
=

f
(
x
0
)}

Im
Fall

n
=

2
nenntm

an
die

N
iveaum

engen
auch

H
öhenlini-

en,im
Fall

n
=

3
heißen

die
N
iveaum

engen
auch

Ä
quipoten-

tialflächen.

2)
D
er
G
radient

grad
f
(
x
0
)
gibt

die
R
ichtung

des
steilsten

A
n-

stiegs
von

f
(
x
)
im
P
unkt

x
0
an.

B
ew
eisidee:

1)
A
nw
endung

derKettenregel
35



2)
C
auchy–S

chw
arzsche

U
ngleichung

|D
v

f
(
x
0
)|
≤
‖grad

f
(
x
0
)‖

2



K
rum

m
linige

Koordinaten

S
ei

Φ
:
U
→

V
,
U

,V
⊂

R
n
offen,eineC

1–A
bbildung,fürdie

die
Jacobim

atrix
J
Φ

(
u
0
)
an
jederS

telle
u
0∈

U
regulärist.

W
eiterexistiere

die
U
m
kehrabbildung

Φ
−
1

:
V
→

U
und

seieben-
falls
eineC

1–A
bbildung.

D
ann

definiert
x

=
Φ

(
u
)
eine

Koordinatentransform
ation

von
den

Koordinaten
u
auf

x.

B
eispiel:

Polarkoordinaten
B
etrachte

für
n

=
2
die

(Polar)Koordinaten
u

=
(r,ϕ

)
m
it

r
>

0

und−
π

<
ϕ

<
π
und

setzex
=

r
c
o
s
ϕ

y
=

r
sin

ϕ

m
itden

kartesischen
Koordinaten

x
=

(x
,y

).
36



U
m
rechung

von
partiellen

A
bleitungen

von
u
auf

x

Zunächstgelten
füralle

u
∈

U
m
it

x
=

Φ
(
u
)
die

folgenden
R
ela-

tionen:

Φ
−
1
(
Φ

(
u
))

=
u

J
Φ
−
1
(
x
)·

J
Φ

(
u
)

=
I
n

(
K

e
tte

n
re

g
e
l)

J
Φ
−
1
(
x
)

=
(
J

Φ
(
u
)) −

1

S
einun

f̃
:
V
→

R
eine

gegebene
Funktion

und
setze

f
(
u
)
:=

f̃
(
Φ

(
u
))

D
ann

folgtaus
derKettenregel:

∂
f

∂
u

i
=

n∑j
=

1

∂
f̃

∂
x

j

∂
Φ

j

∂
u

i
=

:
n∑j
=

1

g
ij

∂
f̃

∂
x

j

37



m
it

g
ij

:=
∂
Φ

j

∂
u

i
,

G
(
u
)
:=

(g
ij)

=
(
J

Φ
(
u
))

T



A
bkürzende

Schreibw
eise:

∂∂
u

i
=

n∑j
=

1

g
ij

∂

∂
x

j

A
nalog

lassen
sich

die
partiellen

A
bleitungen

nach
x

i durch
die

par-
tiellen

A
bleitungen

nach
u

j
ausdrücken:

∂∂
x

i
=

n∑j
=

1

g
ij

∂

∂
u

j

m
it

(g
ij )

:=
(g

ij) −
1

=
(
J

Φ
) −

T
=

(
J

Φ
−
1
)
T

M
an

erhält
diese

B
eziehungen

durch
A
nw
endung

der
Kettenregel

aufdie
Funktion

Φ
−
1.

38



B
eispiel:

(Polarkoordinaten)

W
irbetrachten

die
Polarkoordinaten

x
=

Φ
(
u
)
= (

r
c
o
s
ϕ

r
sin

ϕ )

D
ann

berechnetm
an

J
Φ

(
u
)
= (

c
o
s
ϕ
−

r
sin

ϕ
sin

ϕ
r
c
o
s
ϕ )

und
dam

it

(g
ij)

= ⎛⎜⎝
c
o
s
ϕ

sin
ϕ

−
r
sin

ϕ
r
c
o
s
ϕ ⎞⎟⎠

(g
ij )

= ⎛⎜⎜⎜⎜⎝
c
o
s
ϕ
−

1r
sin

ϕ

sin
ϕ

1r
c
o
s
ϕ ⎞⎟⎟⎟⎟⎠39



D
ie
U
m
rechnung

derpartiellen
A
bleitungen

lautet:

∂∂
x

=
c
o
s
ϕ

∂∂
r −

1r
sin

ϕ
∂∂
ϕ

∂∂
y

=
sin

ϕ
∂∂
r
+

1r
c
o
s
ϕ

∂∂
ϕ

D
am
itlässtsich

etw
a
derLaplace–O

perator
aufPolarkoordinaten

um
rechnen:

∂
2

∂
x
2

=
c
o
s
2

ϕ
∂
2

∂
r
2 −

sin
(2

ϕ
)

r

∂
2

∂
r
∂
ϕ

+
sin

2
ϕ

r
2

∂
2

∂
ϕ
2

+
sin

(2
ϕ
)

r
2

∂∂
ϕ

+
sin

2
ϕ

r

∂∂
r

∂
2

∂
y
2

=
sin

2
ϕ

∂
2

∂
r
2

+
sin

(2
ϕ
)

r

∂
2

∂
r
∂
ϕ

+
c
o
s
2

ϕ

r
2

∂
2

∂
ϕ
2 −

sin
(2

ϕ
)

r
2

∂∂
ϕ

+
c
o
s
2

ϕ

r

∂∂
r

Δ
=

∂
2

∂
x
2

+
∂
2

∂
y
2

=
∂
2

∂
r
2

+
1r
2

∂
2

∂
ϕ
2

+
1r

∂∂
r
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B
eispiel:

(Kugelkoordinaten)

W
irbetrachten

die
Kugelkoordinaten

x
=

Φ
(
u
)
= ⎛⎜⎜⎝

r
c
o
s
ϕ

c
o
s
θ

r
sin

ϕ
c
o
s
θ

r
sin

θ

⎞⎟⎟⎠
D
ie
Jacobi–M

atrix
istdann

gegeben
durch:

J
Φ

(
u
)
= ⎛⎜⎜⎝

c
o
s
ϕ

c
o
s
θ
−

r
sin

ϕ
c
o
s
θ
−

r
c
o
s
ϕ

sin
θ

sin
ϕ

c
o
s
θ

r
c
o
s
ϕ

c
o
s
θ

−
r
sin

ϕ
sin

θ

sin
θ

0
r
c
o
s
θ

⎞⎟⎟⎠41



Partielle
A
bleitungen:

∂∂
x

=
c
o
s
ϕ

c
o
s
θ

∂∂
r −

sin
ϕ

r
c
o
s
θ

∂∂
ϕ
−

1r
c
o
s
ϕ

sin
θ

∂∂
θ

∂∂
y

=
sin

ϕ
c
o
s
θ

∂∂
r
+

c
o
s
ϕ

r
c
o
s
θ

∂∂
ϕ
−

1r
sin

ϕ
sin

θ
∂∂
θ

∂∂
z

=
sin

θ
∂∂
r
+

1r
c
o
s
θ

∂∂
θ

Laplace–O
perator:

Δ
=

∂
2

∂
r
2

+
1

r
2
c
o
s
2

θ

∂
2

∂
ϕ
2

+
1r
2

∂
2

∂
θ
2

+
2r

∂∂
r −

ta
n

θ

r
2

∂∂
θ
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1.3
M
ittelw

ertsätze
und

Taylor–Entw
icklungen

M
ittelw

ertsatz:
S
ei

f
:

D
→

R
eine

auf
einer

offenen
M
enge

D
⊂

R
n
differenzierbare,skalare

Funktion.Fernerseien
a
,
b
∈

D
P
unkte

in
D
,so

dass
die

Verbindungsstrecke

[ a
,
b
]
:=
{
a
+

t(
b
−

a
)

:
t∈

[0
,1

]}
ganz

in
D
liegt.

D
ann

gibtes
eine

Zahl
θ∈

(0
,1

)
m
it

f
(
b
)−

f
(
a
)
=
grad

f
(
a
+

θ
(
b
−

a
))·

(
b
−

a
)

B
ew
eis:

W
irsetzenh

(t)
:=

f
(
a
+

t(
b
−

a
))

Aus
dem

M
W
S
füreine

Veränderliche
folgtdann

m
itderKettenregel

f
(
b
)−

f
(
a
)

=
h
(1

)−
h
(0

)
=

h ′(θ
)·

(1−
0
)

=
grad

f
(
a
+

θ
(
b
−

a
))·

(
b
−

a
)
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B
em
erkung:

G
iltdie

B
edingung

[a
,
b
]⊂

D
füralle

P
unkte

a
,
b
∈

D
,so

heißtdie
M
enge

D
konvex.

B
eispiel:

(zum
M
ittelw

ertsatz)

G
egeben

seidie
skalare

Funktion

f
(x

,y
)
:=

c
o
s
x

+
sin

y

O
ffensichtlich

gilt

f
(0

,0
)
=

f
(π

/
2
,π

/
2
)
=

1
⇒

f
(π

/
2
,π

/
2
)−

f
(0

,0
)
=

0

N
ach

dem
M
ittelw

ertsatz
existiertein

θ∈
(0

,1
)
m
it

grad
f (

θ (
π
/
2

π
/
2 ))

· (
π
/
2

π
/
2 )

=
0

In
derTatgiltdiese

B
eziehung

für
θ
=

12 .

44



AC
H
TU
N
G
:

D
erM

ittelw
ertsatz

fürm
ehrere

Variablen
giltnurfürskalare

Funktionen!!!

B
eispiel:

B
etrachte

die
vektorw

ertige
Funktion

f(t)
:= (

c
o
s
t

sin
t )

,
t∈

[0
,π

/
2
]

N
un
gilt

f(π
/
2
)−

f(0
)
= (

01 )
− (

10 )
= (

−
11 )

und

f ′ (
θ

π2 )
· (

π2
−

0 )
=

π2 (
−

sin
(θ

π
/
2
)

c
o
s(θ

π
/
2
) )
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D
ie
Vektoren

aufderrechten
S
eite

haben
die

Längen √
2
bzw.

π
/
2

!



Satz:
(M
ittelw

ert–A
bschätzungssatz)

D
ie
Funktion

f
:
D
→

R
m
seidifferenzierbaraufderoffenen

M
enge

D
⊂

R
n.Fernerseien

a
,
b
P
unkte

in
D
m
it
[a

,
b
]⊂

D
.

D
ann

existiertein
θ∈

(0
,1

)
m
it

‖
f(

b
)−

f(
a
)‖

2 ≤
‖
J

f(
a
+

θ
(
b
−

a
))·

(
b
−

a
)‖

2

B
ew
eis:

A
nw
endung

des
M
ittelw

ertsatzes
aufdie

skalare
Funktion

g
(
x
)
de-

finiertdurch

g
(
x
)
:=

(
f(

b
)−

f(
a
))

T
f(

x
)

B
em
erkung:

E
ine

andere
(abgeschw

ächte)Form
derM

ittelw
ert–A

bschätzung
ist

‖
f(

b
)−

f(
a
)‖≤

su
p

ξ∈
[a

,b
] ‖

J
f(ξ

))‖·‖
(
b
−

a
)‖

w
obei‖·‖

eine
beliebige

Vektor–
bzw.zugehörige

M
atrixnorm

ist.
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Taylor–Entw
icklungen

fürskalare
Funktionen

m
ehrererVariablen

Zunächstdefinieren
w
ireinen

sogenannten
M
ultiindex

α
∈

N
n0
als

α
:=

(α
1
,...,α

n
)∈

N
n0

W
eitersei|α|

:=
α
1
+

...
+

α
n

α
!
:=

α
1
!·

...·
α

n
!

Ist
f

:
D
→

R
|α|–m

alstetig
differenzierbar,so

setzen
w
ir

D
α

=
D

α
1

1
D

α
2

2
...D

α
n

n
=

∂ |α|f
∂
x

α
1

1
...∂

x
α

n
n

w
obei

D
α

i
i

=
D

i
...D

i
︸

︷︷
︸

α
i –m

al
und

schreiben
für

x
=

(x
1
,...,x

n
)∈

R
n

x
α

:=
x

α
1

1
x

α
2

2
...x

α
n

n

47



Satz
von

Taylor:

S
ei

D
⊂

R
n
offen

und
konvex,

f
:

D
→

R
eine

C
m

+
1–Funktion

und
sei

x
0 ∈

D
.

D
ann

giltfüralle
x
∈

D
die

folgenden
E
ntw

icklung
nach

Taylor:

f
(
x
)

=
T

m
(
x
;
x
0
)
+

R
m
(
x
;
x
0
)

T
m
(
x
;
x
0
)

=
∑|α|≤

m

D
α
f
(
x
0
)

α
!

(
x−

x
0
)
α

R
m
(
x
;
x
0
)

=
∑|α|=
m

+
1

D
α
f
(
x
0
+

θ
(
x−

x
0
))

α
!

(
x−

x
0
)
α

m
iteinem

geeigneten
θ∈

(0
,1

).

B
eachte:S

um
m
ation

über|α|≤
m
und|α|

=
m

+
1.
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H
erleitung

derTaylorform
el:

W
irdefinieren

eine
skalare

Funktion
einerVariablen

t∈
[0

,1
]als

g
(t)

:=
f
(
x
0
+

t(
x−

x
0
))

und
berechnen

die
Taylor–E

ntw
icklung

um
t
=

0.
E
s
gilt:

g
(1

)
=

g
(0

)
+

g ′(0
)·(1−

0
)
+

12
g ′′(ξ

)·(1−
0
)
2
,

ξ∈
(0

,1
)

B
erechnung

von
g ′(0

):

g ′(0
)

=
dd
t f

(x
01
+

t(x
1 −

x
01
),x

02
+

t(x
2 −

x
02
),...,x

0n
+

t(x
n −

x
0n
))|t=

0

=
D

1
f
(
x
0
)(x

1 −
x
01
)
+

...
+

D
n
f
(
x
0
)(x

n −
x
0n
)

=
∑|α|=

1

D
α
f
(
x
0
)

α
!

(
x−

x
0
)
α

49



Taylor–E
ntw

icklung
um

t
=

0

g
(1

)
=

g
(0

)
+

g ′(0
)
+

12
g ′′(0

)
+

16
g
(3

)(ξ
),

ξ∈
(0

,1
)

B
erechnung

von
g ′′(0

):

12
g ′′(0

)
=

12

d
2

d
t 2

f
(
x
0
+

t(
x−

x
0
))|t=

0

=
12
(D

1
1
f
(
x
0
)(x

1 −
x
01
)
2
+

D
2
1
f
(
x
0
)(x

1 −
x
01
)(x

2 −
x
02
)

+
...

+
D

ij f
(
x
0
)(x

i −
x
0i
)(x

j −
x
0j
)
+

...
+

+
D

n−
1
,n

f
(
x
0
)(x

n−
1 −

x
0n−

1
)(x

n −
x
0n
)
+

D
n
n
f
(
x
0
)(x

n −
x
0n
)
2

=
∑|α|=

2

D
α
f
(
x
0
)

α
!

(
x−

x
0
)
α

(Vertauschungssatz
von

S
chw

arz!)
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B
ew
eis

derTaylor–Form
elm

ittels
vollständigerInduktion!



B
eispiel:
B
erechne

das
Taylor–Polynom

T
2
(
x
;
x
0
)
zw
eiten

G
rades

derFunk-
tion

f
(x

,y
,z

)
=

x
y
2

sin
z

zum
E
ntw

icklungspunkt
(x

,y
,z

)
=

(1
,2

,0
)
T
.

Zur
B
erechnung

von
T
2
(
x
;
x
0
)
benötigen

w
ir
die

partiellen
A
blei-

tungen
bis

zurzw
eiten

O
rdnung.

D
iese

A
bleitungen

m
üssen

am
P
unkt

(x
,y

,z
)
=

(1
,2

,0
)
T
ausge-

w
ertetw

erden.

A
ls
E
rgebnis

erhältm
an

T
2
(
x
;
x
0
)
in
derForm

T
2
(
x
;
x
0
)
=

4
z
(x

+
y−

2
)

B
erechnung

aufFolie

51



B
eispiel:

M
an

berechne
das

Taylor–Polynom
T
3
(
x
;
x
0
)
dritten

G
rades

der
Funktion

f
(x

,y
)
=

e
y

c
o
s
x

zum
E
ntw

icklungpunkt
x
0

=
(0

,0
)
T
:

1)
unterVerw

endung
des

Taylorschen
S
atzes,

2)
unterVerw

endung
bekannterR

eihenentw
icklungen.

B
erechnung

aufFolie

52



B
em
erkung:

1)
D
as
R
estglied

eine
Taylor–Polynom

s
enthältalle

partiellen
A
bleitungen

derO
rdnung

(m
+

1
):

R
m
(
x
;
x
0
)
=

∑|α|=
m

+
1

D
α
f
(
x
0
+

θ
(
x−

x
0
))

α
!

(
x−

x
0
)
α

S
ind

alldiese
A
bleitungen

in
derN

ähe
von

x
0
beschränktdurch

C
,so

giltdie
R
estgliedabschätzung

|R
m
(
x
;
x
0
)|≤

n
m

+
1

(m
+

1
)!

C
‖
x−

x
0 ‖

m
+

1
∞

Fürdie
A
pproxim

ationsgüte
des

Taylor–Polynom
s
einerC

m
+

1–
Funktion

folgtdaher

f
(
x
)
=

T
m
(
x
;
x
0
)
+

O (‖
x−

x
0 ‖

m
+

1 )
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B
em
erkung:(Fortsetzung)

2)
M
an
nenntdie

M
atrix

H
f
(
x
0
)
:= ⎛⎜⎜⎜⎝

f
x
1
x
1 (

x
0
)

...
f
x
1
x

n
(
x
0
)

...
...

f
x

n
x
1 (

x
0
)

...
f
x

n
x

n
(
x
0
) ⎞⎟⎟⎟⎠

die
H
esse–M

atrix
von

f
(
x
)
im
P
unkt

x
0 .

H
esse–M

atrix
=
Jacobi–M

atrix
des

G
radienten∇

f

D
ie
Taylor–E

ntw
icklung

einerC
3–Funktion

lautetdaher

f
(
x
)

=
f
(
x
0
)
+
grad

f
(
x
0
)(

x−
x
0
)
+

12
(
x−

x
0
)
T
H

f
(
x
0
)(

x−
x
0
)

+
O

(‖
x−

x
0 ‖

3
)

D
ie
H
esse–M

atrix
einerC

2–Funktion
istsym

m
etrisch.
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K
apitel2:

A
nw
endung

derD
ifferentialrechnung

m
ehrererVa-

riablen

2.1
Extrem

a
von

Funktionen
m
ehrererVariablen

D
efinition:S

ei
f

:
D
→

R
,
D
⊂

R
n,

x
0∈

D
.

1)
f
(
x
)
hatin

x
0
ein

globales
M
axim

um
,falls

gilt:

∀
x
∈

D
:

f
(
x
)≤

f
(
x
0
)

2)
f
(
x
)
hatin

x
0
ein

strenges
globales

M
axim

um
,falls

gilt:

∀
x
∈

D
\{

x
0}

:
f
(
x
)

<
f
(
x
0
)

3)
f
(
x
)
hatin

x
0
ein

lokales
M
axim

um
,falls

es
ein

ε
gibtm

it:

∀
x
∈

D
:
‖
x−

x
0‖

<
ε
⇒

f
(
x
)≤

f
(
x
0
)

55



4)
f
(
x
)
hatin

x
0
ein

strenges
lokales

M
axim

um
,falls

es
ein

ε

gibtm
it:∀
x
∈

D
:

0
<
‖
x−

x
0‖

<
ε
⇒

f
(
x
)

<
f
(
x
0
)

A
naloge

D
efinitionen

fürm
inim

ale
W
erte

(siehe
A
nalysis

I)



Satz:
(N
otw

endige
B
edingung

I)
B
esitzt

f
(
x
)
m
it

f
∈
C
2
in
einem

P
unkt

x
0
∈

D
0
ein

lokales
E
xtre-

m
um

(M
inim

um
oderM

axim
um
),so

gilt
grad

f
(
x
0
)
=

(0
,...,0

)
T
.

B
ew
eis:

Fürein
beliebiges

v
∈

R
n,

v
�=

0
istdie

Funktion

ϕ
(t)

:=
f
(
x
0
+

tv
)

in
einerU

m
gebung

von
t 0

=
0
stetig

differenzierbar.
G
leichzeitig

hat
ϕ
(t)

bei
t 0

=
0
ein

lokales
E
xtrem

um
.D
am
itfolgt:

ϕ ′(0
)
=
grad

f
(
x
0
)
v

=
0

D
a
dies

füralle
v
�=

0
gilt,folgtdie

B
edingung:

grad
f
(
x
0
)
=

(0
,...,0

)
T
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B
em
erkung:

1)
D
ie
B
edingung

grad
f
(
x
0
)
=

(0
,...,0

)
T
definiertgew

öhnlich
ein

nichtlineares
G
leichungssystem

zur
B
erechnung

von
x

=

x
0,w

obei
n

G
leichungen

für
n
U
nbekannte

gegeben
sind.

2)
D
ie
P
unkte

x
0∈

D
0
m
itgrad

f
(
x
0
)
=

(0
,...,0

)
T
nenntm

an
stationäre

Punkte
von

f
(x

).S
tationäre

P
unkte

sind
nichtim

-
m
erlokale

E
xtrem

w
erte.Zum

B
eispielbesitztdie

Funktion

f
(x

,y
)
:=

x
2−

y
2

den
G
radienten

grad
f
(x

,y
)
=

2
(x

,−
y
)

und
hatdahernureinen

stationären
P
unkt

x
0

=
(0

,0
)
T
,dieser

istjedoch
ein

Sattelpunktvon
f
(x

).
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Satz:
(K
lassifikation

stationärerPunkte)
S
ei

f
(
x
)
eine

C
2–Funktion

auf
D

0
und

x
0
∈

D
0
ein

stationärer
P
unktvon

f
(
x
),d.h.grad

f
(
x
0
)
=

(0
,...,0

)
T
.

1)
N
otw

endige
B
edingung

II
Ist

x
0
ein

lokales
E
xtrem

um
von

f
(
x
),so

gilt:
x
0
lokales

M
inim

um
⇒

H
f
(
x
0
)
positiv

sem
idefinit

x
0
lokales

M
axim

um
⇒

H
f
(
x
0
)
negativ

sem
idefinit

2)
H
inreichende

B
edingung

Ist
H

f
(
x
0
)
positiv

definit
(bzw.

negativ
definit),

so
ist

x
0
ein

strenges
lokales

M
inim

um
(bzw.M

axim
um
)von

f
(
x
).

Ist
H

f
(
x
0
)
indefinit,so

ist
x
0
ein

S
attelpunkt,d.h.es

gibtin
jeder
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U
m
gebung

von
x
0
P
unkte

x
1
und

x
2
m
it

f
(
x
1
)

<
f
(
x
0
)

<
f
(
x
2
)



B
ew
eis:(zu

Teil1)
)

S
ei

x
0
ein

lokales
M
inim

um
.Für

v
�=

0
und

ε
>

0
hinreichend

klein
folgtaus

derTaylor–Form
el

f
(
x
0
+

ε
v
)−

f
(
x
0
)
=

12
(ε

v
)
T
H

f
(
x
0
+

θ
ε
v
)(ε

v
)≥

0
(1)

m
it

θ
=

θ
(ε,

v
)∈

(0
,1

).
D
er
G
radient

in
der

Taylorentw
icklung

entfällt,
da

grad
f
(
x
0
)

=

(0
,...,0

)
T
gilt.

W
egen

(1)giltauch

v
T
H

f
(
x
0
+

θ
ε
v
)
v
≥

0
(2)
D
a

f
(
x
)
eine

C
2–Funktion

ist,
ist
die

H
esse–M

atrix
eine

stetige
A
bbildung.Im

G
renzw

ert
ε→

0
folgtdaheraus

(2)

v
T
H

f
(
x
0
)
v
≥

0

d.h.
H

f
(
x
0
)
istpositiv

sem
idefinit.
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B
ew
eis:(zu

Teil2)
)

Ist
H

f
(
x
0
)
positiv

definit,so
ist

H
f
(
x
)
ebenfalls

in
einer

hinrei-
chend

kleinen
U
m
gebung

x
∈

K
ε (

x
0
)⊂

D
positiv

definit.
D
ies

folgtaus
derS

tetigkeitderzw
eiten

partiellen
A
bleitungen.

Für
x
∈

K
ε (

x
0
),

x
�=

x
0
giltdam

it

f
(
x
)−

f
(
x
0
)

=
12
(
x−

x
0
)
T
H

f
(
x
0
+

θ
(
x−

x
0
))(

x−
x
0
)

>
0

m
it

θ∈
(0

,1
),d.h.

f
(
x
)
hatin

x
0
ein

strenges
lokales

M
inim

um
.

Ist
H

f
(
x
0
)
indefinit,

so
existieren

zu
E
igenw

erten
von

H
f
(
x
0
)

m
itverschiedenen

Vorzeichen
gew

isse
E
igenvektoren

v
,
w
m
it(zum

B
eispiel)

v
T
H

f
(
x
0
)
v

>
0

w
T
H

f
(
x
0
)
w

<
0
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A
nalog

zu
Teil1)siehtm

an
dann,dass

ε
1
,ε

2
>

0
existieren

m
it

f
(
x
0
+

ε
v
)−

f
(
x
0
)
=

12
(ε

v
)
T

H
f
(
x
0
+

θ
1
ε
v
)
(ε

v
)

>
0

füralle
ε∈

(0
,ε

1
)
und

f
(
x
0
+

ε
w

)−
f
(
x
0
)
=

12
(ε

w
)
T

H
f
(
x
0
+

θ
1
ε
w

)
(ε

w
)

<
0

füralle
ε∈

(0
,ε

2
).

D
am
itistgezeigt,dass

x
0
ein

Sattelpunktvon
f
(
x
)
ist.

B
em
erkung:

(G
eom

etrische
Interpretation)

D
ie
H
esse–M

atrix
kann

positive
und

negative
E
igenw

erte
besitzen.

D
ie
zugehörigen

E
igenvektoren

geben
dabeidiejenigen

R
ichtungen

an,in
denen

die
Funktion

w
ächstbeziehungsw

eise
fällt.
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B
em
erkung:

1)
E
in
stationärerP

unkt
x
0
m
itdetH

f
(
x
0
)
=

0
heißtausgeartet.

D
ie
H
esse–M

atrix
besitztdann

einen
E
igenw

ert
λ

=
0.

Ist
x
0
nichtausgeartet,so

existieren
genau

dreiFälle:

A
lle
E
igenw

erte
>

0
⇒

x
0
iststrenges

lokales
M
inim

um

A
lle
E
igenw

erte
<

0
⇒

x
0
iststrenges

lokales
M
axim

um

∃
E
igenw

erte
λ
1 ·

λ
2

<
0
⇒

x
0
S
attelpunkt

2)
E
s
gelten

die
folgenden

Im
plikationen:

x
0
lokales

M
inim

um
⇐

x
0
strenges

lokales
M
inim

um
⇓

⇑
H

f
(
x
0
)
positiv

sem
idefinit

⇐
H

f
(
x
0
)
positiv

definit
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B
em
erkung:

(Fortsetzung)

3)
Ist

f
(
x
)
eineC

3–Funktion,
x
0
ein

stationärerP
unktvon

f
(
x
)

und
H

f
(
x
0
)
positiv

definit,so
giltdie

A
bschätzung:

(
x−

x
0
)
T

H
f
(
x
0
)
(
x−

x
0
)≥

λ
m

in ·‖
x−

x
0‖

2

w
obei

λ
m

in
den

kleinsten
E
igenw

ert
der

H
esse–M

atrix
be-

zeichnet.
N
ach

dem
S
atz

von
Taylorgiltdann:

f
(
x
)−

f
(
x
0
)
≥

12
λ

m
in ‖

x−
x
0‖

2
+

R
3
(
x
;
x
0
)

≥
‖
x−

x
0‖

2 (
λ

m
in

2
−

C‖
x−

x
0‖ )

m
iteinergeeigneten

Konstanten
C

>
0.

In
derN

ähe
von

x
0
w
ächst

f
(
x
)
also

m
indestens

quadratisch
m
itdem

A
bstand

von
x
0.
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B
eispiel:

W
irbetrachten

die
Funktion

f
(x

,y
)
:=

y
2
(x−

1
)
+

x
2
(x

+
1
)

und
suchen

die
stationären

P
unkte:

grad
f
(x

,y
)
=

(y
2
+

x
(3

x
+

2
),2

y
(x−

1
))

T

D
ie
B
edingung

grad
f
(x

,y
)
=

(0
,0

)
T
liefertdie

beiden
stationären

P
unkte

x
0

= (
00 )

,
x
1

= (
−
2
/
3

0

)

D
ie
H
esse–M

atrizen
an
den

S
tellen

x
0
und

x
1
lauten

H
f
(
x
0
)
= (

2
0

0
−
2 )

H
f
(
x
1
)
= (

−
2

0
0
−
1
0
/
3 )

D
ie
M
atrix

H
f
(
x
0
)
istindefinit,also

ist
x
0
ein

S
attelpunkt,

H
f
(
x
1
)
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ist
negativ

definit,
also

ist
x
1
ein

strenges
lokales

M
axim

um
von

f
(
x
).



2.2
Im
plizitdefinierte

Funktionen
U
ntersuche

die
Lösungsm

engen
von

nichtlinearen
G
leichungssy-

stem
en
derForm

g
(
x
)
=

0

m
it

g
:
D
→

R
m
,
D
⊂

R
n,d.h.w

irbetrachten
m
G
leichungen

für
n

U
nbekannte.
Insbesondere

gelte:

m
<

n

d.h.w
irhaben

w
enigerG

leichungen
als

U
nbekannte.

M
an

nennt
dann

das
G
leichungssystem

unterbestim
m
t
und

die
Lösungsm

enge
G
⊂

R
n
enthältgew

öhnlich
unendlich

viele
P
unkte.
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Frage:
K
ann

m
an
das

S
ystem

g
(
x
)

=
0
nach

bestim
m
ten

U
n-

bekannten,zum
B
eispielden

letzten
m
Variablen

x
n−

m
+

1
,...,x

n ,
auflösen?

E
xistierteine

Funktion
f(x

1
,...,x

n−
m
)
m
it

g
(
x
)
=

0
⇔

⎛⎜⎝
x

n−
m

+
1

...x
n

⎞⎟⎠
=

f(x
1
,...,x

n−
m
)

Auflösen
bedeutet

also
die

letzten
m
Variablen

durch
die

ersten
n
−

m
Variablen

zu
beschreiben.

W
eitere

Frage:
N
ach

w
elchen

m
Variablen

lässtsich
das

G
lei-

chungssystem
auflösen?

Istdie
Auflösung

globalaufdem
D
efiniti-

onsbereich
D
m
öglich

odernurlokalaufeinerTeilm
enge

D̃
⊂

D
?

G
eom

etrische
Interpretation:

D
ie
Lösungsm

enge
G
von

g
(
x
)
=

0
lässtsich

(zum
indestlokal)als

G
raph

einerFunktion
f
darstellen.
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B
eispiel:
D
ie
K
reisgleichung

g
(x

,y
)
=

x
2
+

y
2−

r
2

=
0

(r
>

0
)

definiertein
unterbestim

m
es
nichtlineares

G
leichungssystem

.
W
irhaben

zw
eiU

nbekannte
(x

,y
),abernureine

G
leichung.

D
ie
K
reisgleichung

lässtsich
lokalauflösen

und
definiertdabeidie

folgenden
vierFunktionen:

y
=

√
r
2−

x
2
,
−

r≤
x
≤

r

y
=

− √
r
2−

x
2
,
−

r≤
x
≤

r

x
=

√
r
2−

y
2
,
−

r≤
y≤

r

x
=

− √
r
2−

y
2
,
−

r≤
y≤

r

67



B
eispiel:
S
ei

g
(
x
)
eine

affin–lineare
Funktion,d.h.

g
(
x
)
=

C
x

+
b
,

C
∈

R
(m

,n
),

b
∈

R
m

W
irspalten

die
Variablen

x
in
zw
eiVektoren

auf

x
(1

)
=

(x
1
,...,x

n−
m
)
T
∈

R
n−

m

x
(2

)
=

(x
n−

m
+

1
,...,x

n
)
T
∈

R
n

Aufspaltung
derM

atrix
C
ergibtdie

D
arstellung

g
(
x
)
=

B
x
(1

)
+

A
x
(2

)
+

b

m
it

B
∈

R
(m

,n−
m

),
A
∈

R
(m

,m
).

D
as
G
leichungssystem

g
(
x
)

=
0
istgenau

dann
nach

den
Varia-

blen
x
(2

)
(eindeutig)auflösbar,falls

A
regulärist:

g
(
x
)
=

0
⇔

x
(2

)
=

−
A
−
1
(
B

x
(1

)
+

b
)
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=
f(

x
(1

))



B
eispiel:(Fortsetzung)
W
ie
kann

m
an
die

M
atrix

A
in
A
bhängigkeitvon

g
schreiben?

Aus
derD

arstellung

g
(
x
)
=

B
x
(1

)
+

A
x
(2

)
+

b

erkenntm
an
direkt,dass

A
=

∂
g

∂
x
(2

)
(
x
(1

),
x
(2

))

gilt,
d.h.

A
ist

die
Jacobi–M

atrix
der

A
bbildung

x
(2

)
→

g
(
x
(1

),
x
(2

))
fürfestes

x
(1

)!
Auflösbarkeitistalso

m
öglich,falls

die
Jacobi–M

atrix
regulärist.

D
ies

führtaufdenSatz
überim

plizite
Funktionen
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Satz
überim

plizite
Funktionen:

S
ei

g
:
D
→

R
m
eineC

1–Funktion,
D
⊂

R
n
offen.

D
ie
Variablen

in
D
seien

(
x
,
y
)
m
it

x
∈

R
n−

m
und

y
∈

R
m
.D
er

P
unkt

(
x
0
,
y
0
)∈

D
seieine

Lösung
von

g
(
x
0
,
y
0
)
=

0.
Falls

∂
g

∂
y
(
x
0
,
y
0
)
:= ⎛⎜⎜⎜⎝

∂
g
1

∂
y
1
(
x
0
,
y
0
)

...
∂
g
1

∂
y
m
(
x
0
,
y
0
)

...
...

∂
g
m

∂
y
1
(
x
0
,
y
0
)

...
∂
g
m

∂
y
m
(
x
0
,
y
0
) ⎞⎟⎟⎟⎠

regulärist,gibtes
U
m
gebungen

U
von

x
0
und

V
von

y
0,U×

V
⊂

D

und
eine

eindeutig
bestim

m
te
stetig

differenzierbare
Funktion

f
:

U
→

V
m
itf(

x
0
)
=

y
0

und
g
(
x
,
f(

x
))

=
0

(∀
x
∈

U
)
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und

J
f(

x
)
=
− (

∂
g

∂
y
(
x
,
f(

x
)) )−

1 (
∂
g

∂
x
(
x
,
f(

x
)) )



B
eispiele:

1)
Fürdie

K
reisgleichung

g
(x

,y
)

=
x
2
+

y
2−

r
2

=
0
,

r
>

0

findet
m
an
im
P
unkt

(x
0
,y

0
)
=

(0
,r

)

∂
g

∂
x
(0

,r
)
=

0
,

∂
g

∂
y
(0

,r
)
=

2
r�=

0

M
an
kann

also
in
einerU

m
gebung

von
(0

,r
)
die

K
reisgleichung

nach
y
auflösen:

f
(x

)
= √

r
2−

x
2

D
ie
A
bleitung

f ′(x
)
kann

m
an
durch

im
plizite

D
iffentiation

be-
rechnen:

g
(x

,y
)
=

0
⇒

g
x
(x

,y
)
+

g
y
(x

,y
)y ′(x

)
=

0
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A
lso

2
x

+
2
y
y ′

=
0

⇒
y ′

=
f ′(x

)
=
−

xy



B
eispiele:

(Fortsetzung)

2)
B
etrachte

die
G
leichung

g
(x

,y
)
=

e
y−

x
+

3
y
+

x
2−

1
=

0

E
s
gilt:

∂
g

∂
y
(x

,y
)
=

e
y−

x
+

3
>

0
∀

x
∈

R

D
ie
G
leichung

ist
also

für
jedes

x
∈

R
nach

y
=

:
f
(x

)

auflösbarund
f
(x

)
isteine

stetig
differenzierbare

Funktion.
Im
plizite

D
ifferentiation:

e
y−

x
(y ′−

1
)
+

3
y ′

+
2
x

=
0

⇒
y ′

=
e
y−

x−
2
x

e
y−

x
+

3

E
ine

explizite
Auflösung

nach
y
istin

diesem
Fallnichtm

öglich!
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B
em
erkung:

Im
plizites

D
ifferenzieren

einerdurch

g
(x

,y
)
=

0
,

∂
g

∂
y
�=

0

im
plizitdefinierten

Funktion
y

=
f
(x

),
x
,y∈

R
ergibt:

f ′(x
)

=
−

g
x

g
y

f ′′(x
)

=
−

g
x
x
g
2y −

2
g
x
y g

x
g
y
+

g
y
y g

2x

g
3y

D
aheristderP

unkt
x
0
ein

stationärerP
unktvon

f
(x

),falls
gilt:

g
(x

0
,y

0
)
=

g
x
(x

0
,y

0
)
=

0
und

g
y
(x

0
,y

0
)�=

0

W
eiterist

x
0
ein

lokales
M
axim

um
(bzw.M

inim
um
),falls

g
x
x
(x

0
,y

0
)

g
y
(x

0
,y

0
)

>
0

(
bzw.

g
x
x
(x

0
,y

0
)

g
y
(x

0
,y

0
)

<
0 )
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Im
plizite

D
arstellung

ebenerKurven

B
etrachte

die
Lösungsm

enge
einerskalaren

G
leichungen

g
(x

,y
)
=

0

G
ilt

grad
g

=
(g

x
,g

y
)
T
�=

(0
,0

)
T

S
o
definiert

g
(x

,y
)
lokaleine

Funktion
y

=
f
(x

)
oder

x
=

f̄
(y

).

D
efinition:

1)
E
in
Lösungspunkt

(x
0
,y

0
)
der

G
leichung

g
(x

,y
)

=
0
m
it

grad
g
(x

0
,y

0
)�=

(0
,0

)
T
heißtregulärer

P
unkt.

1)
E
in
Lösungspunkt

(x
0
,y

0
)
der

G
leichung

g
(x

,y
)

=
0
m
it

grad
g
(x

0
,y

0
)
=

(0
,0

)
T
heißtsingulärerP

unkt.
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Lem
m
a:

1)
G
iltfüreinen

regulären
P
unkt

(x
0
,y

0
)

g
x
(
x
0
)
=

0
,

g
y
(
x
0
)�=

0

so
besitztdie

Lösungskurve
eine

horizontale
Tangente

in
x
0.

2)
G
iltfüreinen

regulären
P
unkt

(x
0
,y

0
)

g
x
(
x
0
)�=

0
,

g
y
(
x
0
)
=

0

so
besitztdie

Lösungskurve
eine

vertikale
Tangente

in
x
0.

3)
Ist

x
0
ein

singulärer
Punktso

w
ird
die

Lösungsm
enge

bei
x
0

durch
folgende

quadratische
G
leichung

approxim
iert:

g
x
x
(
x
0
)(x−

x
0
)
2
+

2
g
x
y
(
x
0
)(x−

x
0
)(y−

y
0
)+

g
y
y
(
x
0
)(y−

y
0
)
2

=
0
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W
egen

3)erhältm
an
für

g
x
x
,g

x
y ,g

y
y �=

0
T:

detH
g
(
x
0
)

>
0

:
x
0
istein

isolierterPunktderLösungsm
enge

det H
g
(
x
0
)

<
0

:
x
0
istein

D
oppelpunkt

det H
g
(
x
0
)
=

0
:

x
0
istein

R
ückkehrpunktoderauch

Spitze
Interpretation:
1)
G
ilt
detH

g
(
x
0
)

>
0,
so
sind

beide
E
igenw

erte
von

H
g
(
x
0
)

entw
ederstriktpositiv

oderstriktnegativ,d.h.
x
0
istein

strenges
lokales

M
inim

um
oderM

axim
um

von
g
(
x
).

2)
G
ilt
detH

g
(
x
0
)

<
0,
so

haben
die

beiden
E
igenw

erte
von

H
g
(
x
0
)
ein

unterschiedliches
Vorzeichen,d.h.

x
0
istein

Sat-
telpunktvon

g
(
x
).

3)
G
iltdetH

g
(
x
0
)

=
0,so

istder
stationäre

P
unkt

x
0
von

g
(
x
)

ausgeartet.
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B
eispiele:

W
irbetrachten

jew
eils

den
singulären

P
unkt

x
0:

1)
G
egeben

seidie
im
plizite

G
leichung

g
(x

,y
)
=

y
2
(x−

1
)
+

x
2
(x−

2
)
=

0

B
erechnung

derpartiellen
A
bleitungen

bis
zurO

rdnung
2:

g
x

=
y
2
+

3
x
2−

4
x

g
y

=
2
y
(x−

1
)

g
x
x

=
6
x−

4

g
x
y

=
2
y

g
y
y

=
2
(x−

1
)

H
g
(
0
)

=

(
−
4

0
0
−
2 )

A
lso

ist
x
0

=
0
ein

isolierterP
unkt.
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B
eispiele:

(Fortsetzung)

2)
G
egeben

seidie
im
plizite

G
leichung

g
(x

,y
)
=

y
2
(x−

1
)
+

x
2
(x

+
q
2
)
=

0

B
erechnung

derpartiellen
A
bleitungen

bis
zurO

rdnung
2:

g
x

=
y
2
+

3
x
2
+

2
x
q
2

g
y

=
2
y
(x−

1
)

g
x
x

=
6
x

+
2
q
2

g
x
y

=
2
y

g
y
y

=
2
(x−

1
)

H
g
(
0
)

=

(
2
q
2

0
0
−
2 )

A
lso

ist
x
0

=
0
für

q�=
0
ein

D
oppelpunkt.
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B
eispiele:

(Fortsetzung)

3)
G
egeben

seidie
im
plizite

G
leichung

g
(x

,y
)
=

y
2
(x−

1
)
+

x
3

=
0

B
erechnung

derpartiellen
A
bleitungen

bis
zurO

rdnung
2:

g
x

=
y
2
+

3
x
2

g
y

=
2
y
(x−

1
)

g
x
x

=
6
x

g
x
y

=
2
y

g
y
y

=
2
(x−

1
)

H
g
(
0
)

=

(
0

0
0
−
2 )

A
lso

ist
x
0

=
0
ein

R
ückkehrpunkt.

79



Im
plizite

D
arstellung

von
Flächen

Lösungsm
enge

einer
skalaren

G
leichung

g
(x

,y
,z

)
=

0
ist

für
grad

g�=
0

T
lokaleine

Fläche
im

R
3.

Tangentialebene
in

x
0
m
it

g
(
x
0
)
=

0
und

grad
g
(
x
0
)�=

0
T
:

g
x
(
x
0
)(x−

x
0
)
+

g
y
(
x
0
)(y−

y
0
)
+

g
z (

x
0
)(z−

z
0
)
=

0

d.h.derG
radientstehtsenkrechtaufderFläche

g
(x

,y
,z

)
=

0.
Istzum

B
eispiel

g
z (

x
0
)�=

,so
gibtes

lokalbei
x
0
eine

D
arstellung

derForm

z
=

f
(x

,y
)

Partielle
A
bleitungen

von
f
(x

,y
):

grad
f
(x

,y
)
=

(f
x
,f

y
)
=
−

1g
z
(g

x
,g

y
)
= (−

g
x

g
z
,
g
y

g
z )

80



D
as
U
m
kehrproblem

Frage:
Lässtsich

ein
vorgegebenes

G
leichungssystem

y
=

f(
x
)

m
it

f
:
D
→

R
n,

D
⊂

R
n
offen,nach

x
auflösen,also

invertieren?

Satz:
S
ei

f
:
D
→

R
n,

D
⊂

R
n
offen,eineC

1–Funktion.

Ist
für

ein
x
0
∈

D
die

Jacobi–M
atrix

J
f(

x
0
)
regulär,

so
gibt

es
U
m
gebungen

U
und

V
von

x
0
und

y
0

=
f(

x
0
),
so
dass

f
den

B
ereich

U
bijektiv

auf
V
abbildet.

D
ie
U
m
kehrfunktion

f −
1

:
V
→

U
istebenfalls

eine
C
1–Funktion

und
es
giltfüralle

x
∈

U
:

J
f −

1
(
y
)
=

(
J

f(
x
)) −

1
,

y
=

f(
x
)

B
em
erkung:

M
an
nenntdann

f
lokaleinenC

1–D
iffeom

orphism
us.

81



2.3
Extrem

alproblem
e
unterN

ebenbedingungen
Frage:
W
elche

A
bm
essungen

sollte
eine

M
etalldose

haben,dam
itbeivor-

gegebenem
Volum

en
derM

aterialverbrauch
am

geringsten
ist?

S
ei

r
derR

adius
und

h
die

H
öhe.D

ann
gilt

V
=

π
r
2
h

O
=

2
π
r
2
+

2
π
r
h

S
etze

beivorgebenem
c∈

R
+

f
(x

,y
)

=
2
π
x
2
+

2
π
x
y

g
(x

,y
)

=
π
x
2
y−

c
=

0

B
estim

m
e
das

M
inim

um
derFunktion

f
(x

,y
)
aufderM

enge

G
:=
{
(x

,y
)∈

R
2+

:
g
(x

,y
)
=

0}
82



Lösung:
Aus

g
(x

,y
)
=

π
x
2
y−

c
=

0
folgt

y
=

c

π
x
2

E
insetzen

in
f
(x

,y
)
ergibt

h
(x

)
:=

2
π
x
2
+

2
π
x

c

π
x
2

=
2
π
x
2
+

2
cx

B
estim

m
e
das

M
inim

um
derFunktion

h
(x

):

h ′(x
)
=

4
π
x−

2
c

x
2

=
0

⇒
4
π
x

=
2
c

x
2

⇒
x

= (
c2
π )

1
/
3

H
inreichende

B
edingung

h ′′(x
)
=

4
π

+
4
c

x
3

⇒
h ′′ ((

cπ )
1
/
3 )

=
1
2
π

>
0

83



A
llgem

ein:
B
estim

m
e
die

E
xtrem

w
erte

der
Funktion

f
:

R
n
→

R
unter

den
N
ebenbedingungen

g
(
x
)
=

0

w
obei

g
:

R
n→

R
m
.

D
ie
N
ebenbedingungen

lauten
also

g
1
(x

1
,...,x

n
)

=
0

...

g
m
(x

1
,...,x

n
)

=
0

A
lternativ:

B
estim

m
e
die

E
xtrem

w
erte

derFunktion
f
(
x
)
aufder

M
enge

G
:=
{
x
∈

R
n

:
g
(
x
)
=

0}
84



D
ie
Lagrange–Funktion:

W
irdefinieren

folgende
erw

eiterte
Funktion

F
(
x
):

F
(
x
)
:=

f
(
x
)
+

m∑i=
1

λ
i g

i (
x
)

und
suchen

die
E
xtrem

w
erte

von
F
(
x
)

für
festes

λ
=

(λ
1
,...,λ

m
)
T
.

D
ie

Zahlen
λ

i ,
i

=
1
,...,m

nennt
m
an

Lagrange–
M
ultiplikatoren.

Satz:
(Lagrange–Lem

m
a)

M
inim

iert(bzw.m
axim

iert)
x
0
die

Lagrange–Funktion
F
(
x
)
(fürein

festes
λ)über

D
und

gilt
g
(
x
0
)
=

0,so
liefert

x
0
zugleich

das
M
ini-

m
um

(bzw.M
axim

um
)von

f
(
x
)
über

G
:=
{
x
∈

D
:

g
(
x
)
=

0}.
B
ew
eis:

Fürein
beliebiges

x
∈

D
giltnach

Vorausetzung

f
(
x
0
)
+

λ
T
g
(
x
0
)≤

f
(
x
)
+

λ
T
g
(
x
)

85



W
ähltm

an
speziell

x
∈

G
,so

ist
g
(
x
)

=
g
(
x
0
)

=
0,also

auch
f
(
x
0
)≤

f
(
x
).



B
em
erkung:

S
ind

f
und

g
i ,

i
=

1
,...,m

,C
1–Funktionen,so

isteine
notw

endige
B
edingung

füreine
E
xtrem

stelle
x
0
von

F
(
x
)
gegeben

durch

grad
f
(
x
)
+

m∑i=
1

λ
i grad

g
i (

x
)
=

0
T

Zusam
m
en

m
it
den

N
ebenbedinungen

g
(
x
)

=
0
ergibt

sich
ein

(nichtlineares)
G
leichungssystem

m
it

(n
+

m
)
G
leichungen

und
(n

+
m

)
U
nbekannten

x
und

λ.
D
ie
Lösungen

(
x
0
,λ

0
)
sind

die
K
andidaten

für
die

gesuchten
E
x-

trem
stellen

(N
otw

endige
B
edingung).

A
lternativ:

D
efiniere

eine
Langrange–Funktion

G
(
x
,λ

)
:=

f
(
x
)
+

m∑i=
1

λ
i g

i (
x
)

und
suche

die
E
xtrem

stellen
von

G
(
x
,λ

)
bezüglich

x
und

λ.
86



B
em
erkung:

M
an
kann

auch
eine

hinreichende
B
edingung

aufstellen:

S
ind

die
Funktionen

f
und

g
sogar

C
2–Funktionen

und
ist

die
H
esse–M

atrix
H

F
(
x
0
)
derLagrange–Funktion

positiv
(bzw.nega-

tiv)definit,so
ist

x
0
tatsächlich

ein
strenges

lokales
M
inim

um
(bzw.

M
axim

um
)von

f
(
x
)
auf

G
.

In
den

m
eisten

A
nw
endungen

istdie
hinreichende

B
edingung

aller-
dings

nichterfüllt,obw
ohl

x
0
ein

strenges
lokales

E
xtrem

um
ist.

Insbesondere
kann

m
an

aus
der

Indefinitheit
der

H
esse–M

atrix
H

F
(
x
0
)
nichtschließen,dass

x
0
kein

E
xtrem

w
ertist.

Ä
hnlich

problem
atisch

istdie
hinreichende

B
edingung,die

m
an
aus

der
H
esse–M

atrix
für

die
Lagrange–Funktion

G
(
x
,λ

)
bezüglich

x

und
λ
erhält.

87



B
eispiel:
G
esuchtseien

die
E
xtrem

a
von

f
(x

,y
)
:=

x
y
aufderK

reisscheibe

K
:=
{
(x

,y
)
T

:
x
2
+

y
2≤

1}
D
a
die

betrachte
Funktion

stetig
istund

K
⊂

R
2
kom

paktist,folgt
aus

der
M
in–M

ax–E
igenschaftdie

E
xistenz

von
globalen

M
axim

a
und

M
inim

a
auf

K
.

W
irbetrachten

zunächstdas
Innere

K
0
von

K
,also

K
0

:=
{
(x

,y
)
T

:
x
2
+

y
2

<
1}

D
ies

isteine
offene

M
enge

und
die

notw
endige

B
edingung

füreinen
E
xtrem

w
ertlautet

grad
f

=
(y

,x
)
=

0
T

A
lso

erhalten
w
irals

K
andidaten

den
U
rsprung

x
0

=
0.

88



B
eispiel:

(Fortsetzung)

D
ie
H
esse–M

atrix
im
P
unkt

x
0

=
0
lautet

H
f
(
0
)
= (

0
1

1
0 )

und
istindefinit.D

aherist
x
0
ein

Sattelpunkt.
D
ie
E
xtrem

a
der

Funktion
m
üssen

also
aufdem

R
and

liegen,der
ein

G
leichungsnebenbedingung

darstellt:

g
(x

,y
)
=

x
2
+

y
2−

1
=

0

W
irsuchen

also
die

E
xtrem

w
erte

von
f
(x

,y
)
=

x
y
unterder

N
ebenbedingung

g
(x

,y
)
=

0.

D
ie
Lagrange–Funktion

lautet

F
(x

,y
)
=

x
y
+

λ
(x

2
+

y
2−

1
)

89



D
am
itergibtsich

das
(nichtlineare)G

leichungssystem

y
+

2
λ
x

=
0

x
+

2
λ
y

=
0

x
2
+

y
2

=
1

m
itden

vierLösungen

λ
=

12
:

x
(1

)
=

( √
0
.5

,− √
0
.5

)
T

x
(2

)
=

(− √
0
.5

, √
0
.5

)
T

λ
=
−

12
:

x
(3

)
=

( √
0
.5

, √
0
.5

)
T

x
(4

)
=

(− √
0
.5

,− √
0
.5

)
T

M
inim

a
und

M
axim

a
lassen

sich
nun

einfach
aus

den
Funktionsw

er-
ten

ablesen

f
(
x
(1

))
=

f
(
x
(2

))
=
−
0
.5

f
(
x
(3

))
=

f
(
x
(4

))
=

0
.5

d.h.M
inim

a
sind

x
(1

)
und

x
(2

),M
axim

a
x
(3

)
und

x
(4

).
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Satz:
(Lagrange–M

ultiplikatoren–R
egel)

S
eien

f
,g

1
,...,g

m
:

D
→

R
jew
eils

C
1–Funktionen,

und
sei

x
0∈

D
ein

lokales
E
xtrem

um
von

f
(
x
)
unterderN

ebenbedingung
g
(
x
)
=

0.
Fernergelte

die
R
egularitätsbedingung

R
ang

(
J

g
(
x
0
))

=
m

D
ann

existieren
Lagrange–M

ultiplikatoren
λ
1
,...,λ

m
,so

dass
für

die
Lagrange

Funktion

F
(
x
)
:=

f
(
x
)
+

m∑i=
1

λ
i g

i (
x
)

die
folgende

notw
endige

B
edingung

ersterO
rdnung

gilt:

grad
F
(
x
0
)
=

0

91



B
em
erkung:

1)
N
otw

endige
B
edingung

zw
eiterO

rdnung
Ist

x
0
∈

D
ein

lokales
M
inim

um
von

f
(
x
)
unterderN

ebenbe-
dingung

g
(
x
)

=
0,
ist
die

R
egularitätsbedingung

erfüllt
und

sind
λ
1
,...,λ

m
zugehörige

Lagrange–M
ultiplikatoren,

so
ist

die
H
esse–M

atrix
H

F
(
x
0
)
der

Lagrange–Funktion
positiv

se-
m
idefinitaufdem

Tangentialraum

T
G
(
x
0
)
:=
{
y
∈

R
n

:
grad

g
i (

x
0
)·

y
=

0
,
i
=

1
,...,m

}
d.h.,es

gilt

y
T

H
F
(
x
0
)

y
≥

0
∀
y
∈

T
G
(
x
0
)

92



B
em
erkung:

(Fortsetzung)

2)
H
inreichende

B
edingung

Ist
für

einen
P
unkt

x
0
∈

G
die

R
egularitätsbedingung

erfüllt,
existieren

Lagrange–M
ultiplikatoren

λ
1
,...,λ

m
,so

dass
x
0
ein

stationärerP
unktder

zugehörigen
Lagrange–Funktion

ist,und
istdie

H
esse–M

atrix
H

F
(
x
0
)
positiv

definitaufdem
Tangenti-

alraum
T

G
(
x
0
),d.h.,gilt

y
T

H
F
(
x
0
)

y
>

0
∀
y
∈

T
G
(
x
0
)

so
ist

x
0
ein

strenges
lokales

M
inim

um
von

f
(
x
)
unterderN

e-
benbedingung

g
(
x
)
=

0.

93



B
eispiel:

M
an
bestim

m
e
das

globale
M
axim

um
derFunktion

f
(x

,y
)
=
−

x
2
+

8
x−

y
2
+

9

unterderN
ebenbedingung

g
(x

,y
)
=

x
2
+

y
2−

1
=

0

D
ie
Lagrange–Funktion

ist

F
(x

)
=
−

x
2
+

8
x−

y
2
+

9
+

λ
(x

2
+

y
2−

1
)

D
ie
notw

endige
B
edingung

ergibtdas
nichtlineare

S
ystem

−
2
x
+

8
=

−
2
λ
x

−
2
y

=
−
2
λ
y

x
2
+

y
2

=
1

94



B
eispiel:

(Fortsetzung)

−
2
x
+

8
=

−
2
λ
x

−
2
y

=
−
2
λ
y

x
2
+

y
2

=
1

Aus
der

ersten
G
leichung

folgt
λ
�=

1.Verw
endetm

an
dies

in
der

zw
eiten

G
leichung,so

gilt
y

=
0.Aus

derdritten
G
leichung

erkennt
m
an
sofort

x
=
±
1.

D
em
nach

sind
die

beiden
P
unkte

(x
,y

)
=

(1
,0

)
und

(x
,y

)
=

(−
1
,0

)
K
andidaten

fürdas
globale

M
axim

um
.W
egen

f
(1

,0
)
=

1
6

f
(−

1
,0

)
=

0

liegtdas
globale

M
axim

um
von

f
(x

,y
)
unterderN

ebenbedingung
g
(x

,y
)
=

0
im
P
unkt

(x
,y

)
=

(1
,0

).
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B
eispiel:

M
an
bestim

m
e
die

lokalen
E
xtrem

w
erte

derFunktion

f
(x

,y
,z

)
=

2
x

+
3
y
+

2
z

aufdem
D
urchschnittdes

Zylinders

Z
:=
{
(x

,y
,z

)
T
∈

R
3

:
x
2
+

y
2

=
2}

m
itderE

bene

E
:=
{
(x

,y
,z

)
T
∈

R
3

:
x

+
z
=

1}
U
m
form

ulierung:
B
estim

m
e
die

E
xtrem

w
erte

der
Funktion

f
(x

,y
,z

)
unterden

N
ebenbedingungen

g
1
(x

,y
,z

)
:=

x
2
+

y
2−

2
=

0

g
2
(x

,y
,z

)
:=

x
+

z−
1

=
0

96



B
eispiel:

(Fortsetzung)

D
ie
Jacobi–M

atrix

J
g
(
x
)
= (

2
x

2
y

0
1

0
1 )

hatden
R
ang

2,d.h.w
ir
können

über
die

Lagrange–Funktion
E
x-

trem
w
erte

bestim
m
en:

F
(x

,y
,z

)
=

2
x

+
3
y
+

2
z
+

λ
1
(x

2
+

y
2−

2
)
+

λ
2
(x

+
z−

1
)

D
ie
notw

endige
B
edingung

ergibt
das

nichtlineare
G
leichungssy-

stem

2
+

2
λ
1
x

+
λ
2

=
0

3
+

2
λ
1
y

=
0

2
+

λ
2

=
0
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x
2
+

y
2

=
2

x
+

z
=

1



B
eispiel:

(Fortsetzung)

2
+

2
λ
1
x

+
λ
2

=
0

3
+

2
λ
1
y

=
0

2
+

λ
2

=
0

x
2
+

y
2

=
2

x
+

z
=

1

Aus
derersten

und
dritten

G
leichung

folgt

2
λ
1
x

=
0

Aus
derzw

eiten
G
leichung

folgt
λ
1 �=

0,also
x

=
0.

D
am
itergeben

sich
die

m
öglichen

E
xtrem

w
erte

als

(x
,y

,z
)
=

(0
, √

2
,1

)
(x

,y
,z

)
=

(0
,− √

2
,1

)

98



D
ie
m
öglichen

E
xtrem

w
erte

sind
also

(x
,y

,z
)
=

(0
, √

2
,1

)
(x

,y
,z

)
=

(0
,− √

2
,1

)

M
an
berechnetnun

die
zugehörigen

Funktionsw
erte

f
(0

, √
2
,1

)
=

3 √
2

+
2

f
(0

,− √
2
,1

)
=

−
3 √

2
+

2

D
aherliegtim

P
unkt

(x
,y

,z
)
=

(0
, √

2
,1

)
ein

M
axim

um
,im

P
unkt

(x
,y

,z
)
=

(0
,− √

2
,1

)
ein

M
inim

um
.
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2.4
D
as
N
ew
ton–Verfahren

fürnichtlineare
G
leichungssyste-

m
e

Problem
:
W
irsuchen

die
N
ullstellen

einerFunktion
f

:
D
→

R
n

m
it

D
⊂

R
n:

f(
x
)
=

0

W
irkennen

bereits
die

Fixpunktiteration

x
k
+

1
:=

Φ
(
x

k
)

m
itS
tartw

ert
x
0
und

Iterationsvorschrift
Φ

:
R

n→
R

n.

Konvergenzaussagen
liefertderB

anachsche
Fixpunktsatz.

Vorteil:
Verfahren

istableitungsfrei
N
achteile:
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•
N
um
erisches

Verfahren
konvergiertlangsam

(linear),

•
Keine

eindeutige
Iterationsvorschrift.



A
lternative:

N
ew
ton–Verfahren

fürvektorw
ertige

Funktionen

G
egeben

seieine
C
1–Funktion

f
:

D
→

R
n,

D
⊂

R
n
offen

W
ir

suchen
eine

N
ullstelle,d.h

ein
x ∗∈

D
m
it

f
(
x ∗)

=
0

Taylor–E
ntw

icklung
von

f(
x
)
um

einen
S
tartw

ert
x
0
lautet

f(
x
)
=

f(
x
0
)
+

J
f(

x
0
)(

x−
x
0
)
+

o
(‖

x−
x
0‖

)

S
etzen

w
ir

x
=

x ∗,so
folgt

J
f(

x
0
)(

x−
x
0
)≈

−
f(

x
0
)

E
ine

N
äherungslösung

für
x ∗
istdann

x
1,die

Lösung
des

LG
S

J
f(

x
0
)(

x
1−

x
0
)
=
−

f(
x
0
)
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D
as
N
ew
ton–Verfahren

lautetsom
it

für
k

=
0
,1

,2
,...

J
f(

x
k
)·

Δ
x

k
=
−

f
(
x

k
)

x
k
+

1
=

x
k
+

Δ
x

k

M
an
m
uss

also
im
N
ew
ton–Verfahren

in
jedem

Iterationsschrittein
LG
S
lösen.D

ie
Lösung

Δ
x

k
heißtN

ew
ton–Korrektur.

D
as
N
ew
ton–Verfahren

istskalierungsinvariant:
Satz:

D
as
N
ew
ton–Verfahren

istinvariantunterallen
Transform

a-
tionen

(S
kalierungen)derForm

f(
x
)→

g
(
x
)
=

A
f(

x
)

m
iteinerregulären

M
atrix

A
∈

R
(n

,n
),d.h.die

Iterierten
für

f
und

g

sind
identisch.

102



Satz:
(Konvergenzsatz)

S
ei

f
:
D
→

R
n
eineC

1–Funktion,
D
⊂

R
n
offen

und
konvex.

S
ei

x ∗∈
D
m
it

f(
x ∗)

=
0.D

ie
Jacobi–M

atrix
J
f(

x
)
seiregulärfür

x
∈

D
,und

es
gelte

eine
Lipschitz–B

edingung

‖
(
J
f(

x
) −

1
(
J
f(

y
)−

J
f(

x
))‖≤

L‖
y
−

y‖
füralle

x
,
y
∈

D
m
it

L
>

0.
Füralle

S
tartw

erte
x
0∈

D
m
it

‖
x
0−

x ∗‖
<

2L
=

:
r

und
K

r (
x ∗)⊂

D

istdann
das

N
ew
ton–Verfahren

w
ohldefiniertm

it
x

k∈
K

r (
x ∗),

k
=

0
,1

,2
,...,und

die
N
ew
ton–Iterierten

x
k
konvergieren

quadratisch
gegen

x ∗:

‖
x

k
+

1−
x ∗‖

≤
L2
‖
x

k−
x ∗‖

2
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Fernerist
x ∗
die

einzige
N
ullstelle

von
f(

x
)
innerhalb

K
r (

x ∗).



D
as
gedäm

pfte
N
ew
ton–Verfahren

D
as
N
ew
ton–Verfahren

konvergiertzw
ar
quadratisch,aber

nur
lo-

kal.
G
lobale

Konvergenz
kann

durch
einen

D
äm
pfungsterm

verbessert
w
erden:

für
k

=
0
,1

,2
,...

J
f(

x
k
)·

Δ
x

k
=
−

f
(
x

k
)

x
k
+

1
=

x
k
+

λ
k
Δ

x
k

G
edäm

pfte
N
ew
ton–Verfahren

m
it
D
äm
pfungsparam

eter
λ

k
∈

(0
,1

].
Frage:

W
ie
w
ähltm

an
die

D
äm
pfungsfaktoren

λ
k ?

Verw
ende

eine
Testfunktion

T
(
x
)
m
it

T
(
x
)
≥

0
,
∀
x
∈

D
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T
(
x
)

=
0

⇔
f
(
x
)
=

0

sodass
die

Folge
T
(
x

k
)
m
onoton

fällt.



B
em
erkung:

B
efindetm

an
sich

beim
gedäm

pften
N
ew
ton–Verfahren

in
derN

ähe
der

gesuchten
Lösung

x ∗,so
sollte

λ
k

=
1
gew

ähltw
erden.N

ur
das

sichertdie
(lokale)quadratische

Konvergenz.

B
eispiel:
B
eipraktischen

A
nw
endungen

verw
endetm

an
häufig

die
Testfunk-

tion

T
(
x
)
=
‖
f(

x
)‖

22

Fürdiesen
Fallgiltderfolgende

S
atz.

Satz:
S
ei

f
eine

C
1–Funktion

aufderoffenen
und

konvexen
M
enge

D
⊂

R
n.

Für
x

k∈
D
m
it
f(

x
k
)�=

0
giltdann:

∃
μ

k
:
∀

λ
∈

(0
,μ

k
)

:
‖
f(

x
k
+

λ
Δ

x
k
)‖

22
<
‖
f(

x
k
)‖

22
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D
äm
pfungsstrategie:

k
=

0
:
M
an
w
ähle

λ
0 ∈

{
1
,
12

,
14

,...,λ
m

in }
m
öglichstgroß,

so
dass

gilt:

T
(
x
0
+

λ
0
Δ

x
0
)

<
T
(
x
0
)

k
>

0
:

λ
k
:=

λ
k−

1

falls
T
(
x

k
+

λ
k
Δ

x
k
)

<
T
(
x

k
)
:

x
k
+

1
:=

x
k
+

λ
k
Δ

x
k

λ
k
:= {

λ
k

:
falls

λ
k
=

1

2
λ

k
:
sonst
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D
äm
pfungsstrategie:

(Fortsetzung)

sonst:

μ
=

m
a
x {

λ
k2
,
λ

k4
,...,λ

m
in }

so
dass

T
(
x

k
+

μ
Δ

x
k
)

<
T
(
x

k
)

λ
k
:=

μ

B
em
erkung:

D
ie
Testfunktion

istnichtskalierungsinvariant.
D
aheristdersogenannte

natürliche
M
onotonietestsinnvoll:

‖
J
f(

x
k
) −

1
f(

x
k
+

1
)‖

<
‖
J
f(

x
k
) −

1
f(

x
k
)‖

E
s
giltdabei:

‖
Δ

x
k‖

=
‖
J
f(

x
k
) −

1
f(

x
k
)‖

108



K
apitel3:

Integralrechnung
m
ehrererVariablen

3.1
B
ereichsintegrale

G
egeben

sei
eine

Funktion
f

:
D
→

R
m
it
D
efinitionsbereich

D
⊂

R
n.

Ziel:
B
erechnung

des
Volum

ens
unterhalb

des
G
raphen

von
f
(
x
):

V
= ∫D

f
(
x
)d

x

Erinnerung
A
nalysis

II:
R
iem

ann–IntegraleinerFunktion
f
(x

)
überdem

Intervall
[a

,b]:

I
=

b
∫a

f
(x

)d
x
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D
as
Integralw

ar
als

G
renzw

ert
von

O
ber–

und
U
ntersum

m
e,
für

den
Fall,dass

die
FeinheitderZerlegung

gegen
N
ullstrebtund

ein
gem

einsam
erG

renzw
ertexistiert,definiert.



Konstruktionsprinzip
des

Integrals
m
ehrererVeränderlichen

ana-
log,
aberderD

efinitionsbereich
D
istkom

plizierter.
Zunächstbetrachten

w
ir

n
=

2
und

einen
D
efinitionsbereich

D
der

Form

D
=

[a
1
,b−

1
]×

[a
2
,b

2
]⊂

R
2

d.h.
D
istein

kom
pakterQ

uader(R
echteck).

W
eiterseif

:
D
→

R
eine

beschränkte
Funktion.

D
efinition:
1)
M
an
nennt

Z
=
{
(x

0
,x

1
,...,x

n
),(y

0
,y

1
,...,y

m
)}
eine

Zer-
legung

des
Q
uaders

D
=

[a
1
,b−

1
]×

[a
2
,b

2
],falls

gelten

a
1

=
x
0

<
x
1

<
...

<
x

n
=

b
1

a
2

=
y
0

<
y
1

<
...

<
y
m

=
b
2
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M
it
Z
(D

)
w
ird
die

M
enge

derZerlegungen
von

D
bezeichnet.



D
efinition:

(Fortsetzung)

2)
D
ie
FeinheiteinerZerlegung

Z
∈

Z
(D

)
istgegeben

durch

‖
Z‖

:=
m

a
x

i,j
{|x

i+
1 −

x
i |,|y

j
+

1 −
y
j |}

3)
Füreine

vorgegebene
Zerlegung

Z
nenntm

an
die

M
engen

Q
ij

:=
[x

i ,x
i+

1
]×

[y
j ,y

j
+

1
]

die
TeilquaderderZerlegung

Z
.D
as
Volum

en
des

Teilquaders
Q

ij
ist

vol(Q
ij )

:=
(x

i+
1 −

x
i )·

(y
j
+

1 −
y
j )

4)
Fürbeliebige

P
unkte

x
ij ∈

Q
ij
derjew

eiligen
Teilquadernennt

m
an

R
f
(Z

)
:= ∑i,j

f
(
x

ij )·vol(Q
ij )
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eine
R
iem

annsche
Sum

m
e
zurZerlegung

Z
.



D
efinition:

(Fortsetzung)
5)
A
nalog

zum
IntegraleinerVariablen

heißen

U
f
(Z

)
:=

∑i,j

in
f

x∈
Q

ij

f
(
x
)·vol(Q

ij )

O
f
(Z

)
:=

∑i,j

su
p

x∈
Q

ij

f
(
x
)·vol(Q

ij )

die
R
iem

annnsche
U
nter–

bzw
.
O
bersum

m
e
der

Funktion
f
(
x
)
zurZerlegung

Z
.

B
em
erkung:

E
ine

R
iem

annsche
S
um
m
e
zur

Zerlegung
Z
liegt

stets
zw
ischen

derU
nter–

und
O
bersum

m
e
dieserZerlegung,d.h.

U
f
(Z

)≤
R

f
(Z

)≤
O

f
(Z

)
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B
em
erkung:

E
nstehteine

Zerlegung
Z

2
aus

derZerlegung
Z

1
durch

H
inzunah-

m
e
w
eitererZw

ischenpunkte
x

i und/oder
y
j ,so

gilt

U
f
(Z

2
)≥

U
f
(Z

1
)

O
f
(Z

2
)≤

O
f
(Z

1
)

Fürzw
eibeliebige

Zerlegungen
Z

1
und

Z
2
giltstets:

U
f
(Z

1
)≤

O
f
(Z

2
)

W
as

passiert
m
it
den

U
nter–

und
O
bersum

m
en

im
G
renzw

ert
‖
Z‖→

0:

U
f

:=
su

p{
U

f
(Z

)
:

Z
∈

Z
(D

)}
O

f
:=

in
f{

O
f
(Z

)
:

Z
∈

Z
(D

)}
D
ie
beiden

W
erte

U
f
und

O
f
existieren,da

U
nter–

und
O
bersum

m
e

geeignete
M
onotonieeigenschaften

besitzen.
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D
efinition:
1)
R
iem

annsches
U
nter–

bzw
.O
berintegralder

Funktion
f
(
x
)

über
D
:∫∗D

f
(
x
)d

x
:=

su
p{

U
f
(Z

)
:

Z
∈

Z
(D

)}

∗∫D

f
(
x
)d

x
:=

in
f{

O
f
(Z

)
:

Z
∈

Z
(D

)}

2)
D
ie
Funktion

f
(
x
)
nenntm

an
R
iem

ann–integrierbar
über

D
,

falls
U
nter–

und
O
berintegralübereinstim

m
en.D

as
R
iem

ann–
Integralvon

f
(
x
)
über

D
istdann

∫D

f
(
x
)d

x
:= ∫∗D

f
(
x
)d

x
=

∗∫D

f
(
x
)d

x
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B
em
erkung:

W
irhaben

bis
jetztden

Fallvon
zw
eiVariablen

betrachtet:

f
:
D
→

R
,

D
∈

R
2

betrachtet.

In
höheren

D
im
ensionen

n
>

2
istdie

Vorgehensw
eise

analog.

Schreibw
eise

für
n

=
2
und

n
=

3:
∫D

f
(x

,y
)d

x
d
y

∫D

f
(x

,y
,z

)d
x
d
y
d
z

oderauch∫∫
D

f
(x

,y
)d

x
d
y

∫∫∫
D

f
(x

,y
,z

)d
x
d
y
d
z
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Satz:

1)
Linearität

∫D

(α
f
(
x
)
+

β
g
(
x
))d

x
=

α ∫D

f
(
x
)d

x
+

β ∫D

g
(
x
)d

x

2)
M
onotonie

G
ilt

f
(
x
)≤

g
(
x
)
füralle

x
∈

D
,so

folgt:
∫D

f
(
x
)d

x
≤ ∫D

g
(
x
)d

x

3)
Positivität
G
iltfüralle

x
∈

D
die

B
eziehung

f
(
x
)≥

0,so
folgt:

∫D

f
(
x
)d

x
≥

0
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Satz:
(Fortsetzung)

4)
S
ind

D
1 ,D

2
und

D
Q
uader,D

=
D

1 ∪
D

2
und

vol(D
1 ∩

D
2
)
=

0,so
ist

f
(
x
)
genau

dann
über

D
integrierbar,falls

f
(
x
)
über

D
1
und

D
2
integrierbarist,und

es
gilt:

∫D

f
(
x
)d

x
= ∫D

1

f
(
x
)d

x
+ ∫D

2

f
(
x
)d

x

5)
E
s
giltfolgende

A
bschätzung

fürdas
Integral

∣∣∣∣∣∣∣ ∫D

f
(
x
)d

x ∣∣∣∣∣∣∣
≤

su
p

x∈
D
|f

(
x
)|·vol(D

)

6)
R
iem

annsches
K
riterium

:
f
(
x
)
istgenau

dann
über

D
integrierbar,falls

gilt:

∀
ε

>
0
∃

Z
∈

Z
(D

)
:

O
f
(Z

)−
U

f
(Z

)
<

ε
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Satz:
(Satz

von
Fubini)

Ist
f

:
D
→

R
integrierbar,

D
=

[a
1
,b

1
]×

[a
2
,b

2
]ein

Q
uader,und

existieren
die

Integrale

F
(x

)
=

b
2

∫a
2

f
(x

,y
)d

y
bzw.

G
(y

)
=

b
1

∫a
1

f
(x

,y
)d

x

füralle
x
∈

[a
1
,b

1
]bzw.

y∈
[a

2
,b

2
],so

gilt

∫D

f
(
x
)d

x
=

b
1

∫a
1

b
2

∫a
2

f
(x

,y
)d

y
d
x

bzw.

∫D

f
(
x
)d

x
=

b
2

∫a
2

b
1

∫a
1

f
(x

,y
)d

x
d
y

B
edeutung:

R
ückführung

aufeindim
ensionale

Integration
m
öglich
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B
eispiel:

G
egeben

seiderQ
uader

D
=

[0
,1

]×
[0

,2
]sow

ie
die

Funktion

f
(x

,y
)
=

2−
x
y

S
tetige

Funktionen
sind

überQ
uadern

integrierbar(kom
m
tgleich),

daherkönnen
w
irden

S
atz

von
Fubinianw

enden:
∫d

f
(
x
)d

x
=

2∫0

1∫0

f
(x

,y
)d

x
d
y

=

2∫0 [
2
x−

x
2
y

2 ]
x
=

1

x
=

0

d
y

=

2∫0 (
2−

y2 )
d
y

= [
2
y−

y
24 ]

y
=

2

y
=

0

=
3

B
em
erkung:

D
erS

atz
von

Fubiniverlangtals
Voraussetzung

die
Integrierbarkeitvon

f
(
x
).D

ie
E
xistenz

der
beiden

Integrale
F
(x

)

und
G
(y

)
alleine

garantiertdie
Integrierbarkeitvon

f
(
x
)
nicht!119



D
efinition:

S
ei

D
⊂

R
n
eine

kom
pakte

M
enge

und
f

:
D
→

R
beschränkt.

W
irsetzen

f ∗(
x
)
:= {

f
(
x
)

:
falls

x
∈

D

0
:
falls

x
∈

R
n\

D

S
peziellfür

f
(
x
)

=
1
heißt

f ∗(
x
)
die

charakteristische
Funktion

von
D
.D
iese

w
ird
m
itX

D
(
x
)
bezeichnet.

S
einun

Q
derkleinste

Q
uaderm

it
D
⊂

Q
.D
ann

definieren
w
ir:

1)
D
ie
Funktion

f
(
x
)
heißtintegrierbar

über
D
,falls

f ∗(
x
)
über

Q
integrierbarist.In

diesem
Fallsetzen

w
ir

∫D

f
(
x
)d

x
:= ∫Q

f ∗(
x
)d

x
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D
efinition:

(Fortsetzung)

2)
D
ie
kom

pakte
M
enge

heißtm
essbar,falls

das
Integral

vol(D
)
:= ∫D

1
d
x

= ∫Q

X
D
(
x
)d

x

existiert.
M
an
nenntdann

vol(D
)
das

Volum
en
von

D
.

D
ie
kom

pakte
M
enge

D
heißtN

ullm
enge,falls

D
m
essbarist

und
vol(D

)
=

0
gilt.

B
em
erkung:

Istdie
M
enge

D
selbstein

Q
uader,so

folgt
Q

=
D
und

der
Inte-

grationsbegriffvon
oben

stim
m
tm
itdem

vorhergehend
diskutierten

überein.
D
as
durch

vol(D
)
bezeichnete

Volum
en
istdann

auch
das

tatsächli-
che

Volum
en
des

Q
uaders

(im
R

n).
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W
ir
fassen

dreiw
ichtige

E
igenschaften

derm
ehrdim

ensionalen
In-

tegration
zusam

m
en:

1)
Satz:
S
ei

D
⊂

R
n
kom

pakt.D
ann

ist
D
genau

dann
m
essbar,falls

derR
and

∂
D
von

D
eine

N
ullm

enge
ist.

2)
Satz:
S
ei

D
⊂

R
n
kom

paktund
m
essbarund

sei
f

:
D
→

R
stetig.

D
ann

ist
f
(
x
)
integrierbarüber

D
.

3)
M
ittelw

ertsatz:
Ist

D
⊂

R
n
kom

pakt,zusam
m
enhängend

und
m
essbarund

ist
f

:
D
→

R
stetig,so

gibtes
einen

P
unkt

ξ∈
D
m
it

∫d

f
(
x
)d

x
=

f
(ξ

)·vol(D
)
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D
efinition:

1)
E
ine

Teilm
enge

D
⊂

R
2
heißtein

N
orm

albereich,falls
es
ste-

tige
Funktionen

g
,h
bzw.

ḡ
,h̄
gibtm

it

D
=
{
(x

,y
)

:
a≤

x
≤

b
∧

g
(x

)≤
y≤

h
(x

)}
bzw.

D
=
{
(x

,y
)

:
ā≤

y≤
b̄
∧

ḡ
(y

)≤
x
≤

h̄
(y

)}
2)
A
nalog

heißteine
Teilm

enge
D
⊂

R
3
ein

N
orm

albereich,falls
es
eine

D
arstellung

D
=

{
(x

1
,x

2
,x

3
)

:
a≤

x
i ≤

b
∧

g
(x

i )≤
x

j ≤
h
(x

i )

∧
ϕ
(x

i ,x
j )≤

x
k ≤

ψ
(x

i ,x
j )}

gibt
m
it
einer

Perm
utation

(i,j,k
)
von

(1
,2

,3
)
und

stetigen
Funktionen

g
,h

,ϕ
und

ψ
.
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D
efinition:

(Fortsetzung)

3)
E
ine

Teilm
enge

D
⊂

R
n
heißt

projizierbar
in
R
ichtung

x
i ,

i∈
{
1
,....n},falls

es
eine

m
essbare

M
enge

B
⊂

R
n−

1
und

stetige
Funktionen

ϕ
,ψ
gibt,so

dass

D
=
{

x
∈

R
n

:
x̃

=
(x

1
,...,x

i−
1
,x

i+
1
,...,x

n
)
T
∈

B

∧
ϕ
(
x̃
)≤

x
i ≤

ψ
(
x̃
)}

B
em
erkung:

1)
P
rojizierbare

M
engen

sind
stets

m
essbar.D

am
itsind

auch
alle

N
orm

albereiche
m
essbar,denn

sie
sind

projizierbar.

2)
H
äufig

läßtsich
derIntegrationsbereich

D
als

Vereinigung
end-

lich
vielerN

orm
albereiche

darstellen.S
olche

B
ereich

sind
dann

ebenfalls
m
essbar.
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Satz:
Ist

f
(
x
)
stetig

aufeinem
N
orm

albereich

D
=
{
(x

,y
)∈

R
2

:
a≤

x
≤

b
∧

g
(x

)≤
y≤

h
(x

)}
so
gilt

∫D

f
(
x
)d

x
=

b
∫a

h
(x

)
∫g
(x

)

f
(x

,y
)d

y
d
x

B
em
erkung:

A
naloge

B
eziehungen

gelten
fürhöhere

D
im
ensionen.Ist

D
⊂

R
n

eine
projizierbare

M
enge,so

gilt

∫D

f
(
x
)d

x
= ∫B

⎛⎜⎜⎝
ψ
(
x̃
)

∫ϕ
(
x̃
)

f
(
x
)d

x
i ⎞⎟⎟⎠

d
x̃
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B
eispiel:

G
egeben

seidie
Funktion

f
(x

,y
)
:=

x
+

2
y

B
erechne

das
Integral

über
der

durch
zw
ei
Parabeln

begrenzten
Fläche

D
:=
{
(x

,y
)

:
−
1
≤

x
≤

1
∧

x
2≤

y≤
2−

x
2}

D
ie
M
enge

D
istein

N
orm

albereich
und

f
(x

,y
)
iststetig:

∫D

f
(x

,y
)d

x
=

1∫−
1 ⎛⎜⎜⎝

2−
x
2

∫x
2

(x
+

2
y
)d

y ⎞⎟⎟⎠
d
x

=

1∫−
1 [x

y
+

y
2 ]

2−
x
2

x
2

d
x

=

1∫−
1

(x
(2
−

x
2
)
+

(2
−

x
2
)
2−

x
3−

x
4
)d

x
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=

1∫−
1

(−
2
x
3−

4
x
2
+

2
x

+
4
)d

x
=

1
63



B
eispiel:

Zu
berechnen

istdas
Volum

en
des

R
otationsparabolo-

ids:

V
:=
{
(x

,y
,z

)
T

:
x
2
+

y
2≤

1
∧

x
2
+

y
2≤

z≤
1}

D
arstellung

von
V
als

N
orm

albereich

V
:=
{
(x

,y
,z

)
T

:

−
1
≤

x
≤

1
∧
− √

1−
x
2≤

y≤ √
1−

x
2
∧

x
2
+

y
2≤

z≤
1}

D
am
itgilt:

vol(V
)

=

1∫−
1

√
1−

x
2

∫
− √

1−
x
2

1∫
x
2
+

y
2

d
z
d
y
d
x

=

1∫−
1

√
1−

x
2

∫
− √

1−
x
2

(1
−

x
2−

y
2
)d

y
d
x
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=
...

=
43

1∫−
1

(1
−

x
2
)
3
/
2
d
x

=
π2



Integration
überallgem

eine
Integrationsbereiche

S
ei

D
⊂

R
n
eine

kom
pakte

und
m
essbare

M
enge.

M
an

nennt
Z

=
{
D

1
,...,D

m }
eine

allgem
eine

Zerlegung
von

D
,falls

die
M
engen

D
k
kom

pakt,m
essbarund

zusam
m
enhängend

sind
und

m⋃j
=

1

D
j
=

D
und

∀
i�=

j
:

D
0i ∩

D
0j

=
∅

gelten.
Fernerheißt

diam
D

j
:=

su
p{‖

x−
y‖

:
x
,
y
∈

D
}

derD
urchm

esserderM
enge

D
j
und

‖
Z‖

:=
m

a
x{
diam

D
j

:
j
=

1
,...,m

}
die

Feinheitderallgem
einen

Zerlegung
Z
.
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R
iem

annsche
Sum

m
e
fürallgem

eine
Zerlegungen:

Für
eine

stetige
Funktion

f
:

D
→

R
definiertm

an
die

R
iem

ann-
schen

S
um
m
en

R
f
(Z

)
=

m∑j
=

1

f
(
x

j)vol(D
j )

m
itbeliebigen

x
j∈

D
j ,

j
=

1
,...,m

.

Satz:
Für

jede
Folge

(Z
k
)
k∈

N
allgem

einer
Zerlegungen

von
D

m
it

‖
Z

k ‖→
0

(für
k
→
∞
)und

fürjede
Folge

zugehörigerR
iem

annscher
S
um
m
en

R
f
(Z

k
)
gilt:lim

k→
∞

R
f
(Z

k
)
= ∫D

f
(
x
)d

x
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A
nw
endungen

der
B
ereichsintegrale

auf
die

B
erechnung

von
S
chw

erpunkten
oderTrägheitsm

om
enten

von
Flächen

und
K
örpern.

A
)Schw

erpunkteinerFläche
odereines

K
örpers:

D
efinition:
S
ei

D
⊂

R
2
(bzw.

R
3)eine

m
essbare

M
enge,

ρ
(
x
),

x
∈

D
,eine

vorgegebene
M
assendichte.D

ann
istderS

chw
erpunktderFläche

(bzw.des
Körpers)

D
gegeben

durch

x
s
:= ∫D

ρ
(
x
)
x
d
x

∫D
ρ
(
x
)d

x

D
as
Zählerintegral(übereine

vektorw
ertige

Funktion)isthierbeiko-
ordinatenw

eise
zu
berechnen.
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B
eispiel:

Zu
berechnen

istderS
chw

erpunktderP
yram

ide
P
:

P
:= {

(x
,y

,z
)
T

:
m

a
x
(|y|,|z|)≤

a
x

2
h

,
0
≤

x
≤

h }
U
nterderA

nnahm
e
konstanterD

ichte
berechnen

w
irdas

Volum
en

von
P
:

vol(P
)

=

h∫0

a
x

2
h

∫−
a
x

2
h

a
x

2
h

∫−
a
x

2
h

d
z
d
y
d
x

=

h∫0

a
x

2
h

∫−
a
x

2
h

a
xh
d
y
d
x

=

h∫0 (
a
xh )

2
d
x

=
13

a
2
h
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B
eispiel:

(Fortsetzung)

W
eitergilt:

h∫0

a
x

2
h

∫−
a
x

2
h

a
x

2
h

∫−
a
x

2
h ⎛⎜⎝

xyz ⎞⎟⎠
d
z
d
y
d
x

=

h∫0

a
x

2
h

∫−
a
x

2
h ⎛⎜⎜⎝

a
x
2

h
a
x
y

h0

⎞⎟⎟⎠
d
y
d
x

=

h∫0 ⎛⎜⎜⎝
a
2
x
3

h
200

⎞⎟⎟⎠
d
x

=

⎛⎜⎝
14
a
2
h
2

00

⎞⎟⎠
D
erS

chw
erpunktvon

P
liegtdaherim

P
unkt

x
s
=

(
34
h
,0

,0
)
T
.132



B
)Trägheitsm

om
ente

von
Flächen

oderKörpern:
D
efinition:

(Trägheitsm
om
entbezüglich

einerA
chse)

S
ei

D
⊂

R
2
(bzw.

R
3)eine

m
essbare

M
enge,

ρ
(
x
)
bezeichne

für
x
∈

D
eine

M
assendichte

und
r
(
x
)
den

A
bstand

des
P
unktes

x
∈

D
von

einervorgegebenen
D
rehachse.

D
ann

besitzt
D
bezüglich

dieserA
chse

das
Trägheitsm

om
ent

Θ
A
chse

:= ∫D

ρ
(
x
)r

2
(
x
)d

x

B
eispiel:

G
egeben

seiderhom
ogene

Zylinder
Z
:

Z
:= {

(x
,y

,z
)
T

:
x
2
+

y
2≤

r
2
,−

l/
2
≤

z≤
l/

2 }
W
irberechnen

das
Trägheitsm

om
entbezüglich

der
x–A

chse:

Θ
x–A

chse
= ∫Z

ρ
(y

2
+

z
2
)d

(x
,y

,z
)
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unterderA
nnahm

e
konstanterD

ichte
ρ.



B
eispiel:

(Fortsetzung)
E
s
gilt:Θ

x–A
chse

=
ρ ∫Z

(y
2
+

z
2
)d

(x
,y

,z
)

=
ρ

r
∫−
r

√
r
2−

x
2

∫
− √

r
2−

x
2

l/
2

∫−
l/

2

(y
2
+

z
2
)
d
z
d
y
d
x

=
ρ

r
∫−
r

√
r
2−

x
2

∫
− √

r
2−

x
2

(ly
2
+

l 3

1
2
)
d
y
d
x

=
ρ
π
lr

2

1
2

(3
r
2
+

l 2
)
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Transform
ationssatz:

D
ies

verallgem
einertdie

S
ubstitutionsregelaus

A
nalysis

II

Satz:
S
ei

Φ
:

U
→

R
n,

U
⊂

R
n
offen,eine

C
1–A

bbildung.
D
⊂

U
sei

eine
kom

pakte,
m
essbare

M
enge,

so
dass

Φ
auf

D
0
einen

C
1–

D
iffeom

orphism
us
bildet.

D
ann

ist
auch

Φ
(D

)
kom

pakt
und

m
essbar,

und
für

jede
stetige

Funktion
f

:
Φ

(D
)→

R
gilt:

∫Φ
(D

)

f
(
x
)d

x
= ∫D

f
(Φ

(
u
))|detJ

Φ
(
u
)|d

u

B
em
erkung:

M
an
beachte,dass

im
Transform

ationssatz
die

B
ijektivitätvon

Φ
nur
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aufdem
inneren

B
ereich

D
0
gefordertw

ird
–
nichtjedoch

aufdem
R
and!



B
espiel:

B
erechne

den
S
chw

erpunkteines
hom

ogenen
Kugelok-

tanten:V
=
{
(x

,y
,z

,)
T

:
x
2
+

y
2
+

z
2≤

1
∧

x
,y

,z≥
0}

H
ier
istes

einfacher
den

S
chw

erpunktin
Kugelkoordinaten

zu
be-

rechnen:
⎛⎜⎝

xyz ⎞⎟⎠
= ⎛⎜⎝

r
c
o
s
ϕ

c
o
s
ψ

r
sin

ϕ
c
o
s
ψ

r
sin

ψ

⎞⎟⎠
=

Φ
(r,ϕ

,ψ
)

D
ie
Transform

ation
istaufganz

R
3
definiertund

m
it

D
=

[0
,1

]× [0
,
π2 ]× [0

,
π2 ]

gilt
Φ

(D
)
=

V
.

W
eiter

ist
Φ
aufder

offenen
M
enge

D
0
ein

C
1–D

iffeom
orphism

us
136



und

detJ
Φ

(r,ϕ
,ψ

)
=

r
2
c
o
s
ψ



B
espiel:

(Fortsetzung)
N
ach

dem
Transform

ationssatz
folgt

vol(V
)
= ∫V

d
x

=

1∫0

π
/
2

∫0

π
/
2

∫0

r
2
c
o
s
ψ

d
ψ

d
ϕ

d
r
=

π6

und

vol(V
)
·
x

s
=

∫V

x
d
x

=

1∫0

π
/
2

∫0

π
/
2

∫0

(r
c
o
s
ϕ

c
o
s
ψ
)r

2
c
o
s
ψ

d
ψ

d
ϕ

d
r

=

1∫0

r
3
d
r
·

π
/
2

∫0

c
o
s
ϕ

d
ϕ
·

π
/
2

∫0

c
o
s
2

ψ
d
ψ

=
π1
6

D
araus

folgt
x

s
=

38 .
A
nalog

berechnetm
an

y
s
=

z
s
=

38 .
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B
eispiel:

D
erSteinersche

Satz
Für

das
Trägheitsm

om
ent

eines
hom

ogenen
Körpers

K
m
it
G
e-

sam
tm
asse

m
giltbezüglich

einervorgegebenen
D
rehachse

A

Θ
A

=
m

d
2
+

Θ
S

H
ierbeiist

S
die

zu
A
parallele

A
chse

durch
den

S
chw

erpunkt
x

s

des
Körpers

K
und

d
der

A
bstand

des
S
chw

erpunktes
x

s
von

der
A
chse

A
.

Idee
zurH

erleitung:
S
etze

x
:=

Φ
(
u
)
=

x
s
+

u.D
ann

gilt:

Θ
A

=
ρ ∫K

(〈x
,
x〉−

〈x
,
a〉

2
)d

x

=
ρ ∫D

(〈x
s
+

u
,x

s
+

u〉−
〈x

s
+

u
,a〉

2
)d

x
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w
obei

D
:=
{
x−

x
s

:
x
∈

K
}



3.2
Kurvenintegrale

Für
eine

stückw
eise

C
1–Kurve

c
:
[a

,b]→
D
,
D
⊂

R
n,und

eine
stetige,skalare

Funktion
f

:
D
→

R
haben

w
irdas

Kurvenintegral
1.A

rtdefiniertdurch
∫c

f
(
x
)d

s
:=

b
∫a

f
(
c
(t))‖

ċ
(t)‖

d
t

w
obei‖·‖

die
euklidische

N
orm

bezeichnet.
Erw

eiterung
auf

Kurvenintegrale
über

vektorw
ertige

Funktionen,
d.h.

∫c

f(
x
)d

x
:=

?

A
nw
endung

und
Interpretation:

E
in
M
assenpunktbew

egtsich
entlang

c
(t)

in
einem

K
raftfeld

f(
x
).

W
elche

A
rbeitm

uss
entlang

derKurve
geleistetw

erden?
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D
efinition:

Für
ein

stetiges
Vektorfeld

f
:

D
→

R
n,

D
⊂

R
n

offen,und
eine

stückw
eiseC

1–Kurve
c
:
[a

,b]→
D
definieren

w
irdas

Kurvenintegral2.A
rtdurch

∫c

f(
x
)d

x
:=

b
∫a 〈f(

c
(t),

ċ
(t)〉

d
t

H
erleitung:
A
pproxim

iere
die

Kurve
durch

einen
S
treckenzug

m
itE

cken
c
(ti ),

w
obei

Z
=
{
a

=
t0

<
t1

<
...

<
tm

=
b}

eine
Zerlegung

des
Intervalls

[a
,b]ist.

D
ann

giltfürdie
in
einem

K
raftfeld

f(
x
)
entlang

derKurve
c
(t)
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geleistete
A
rbeitdie

N
äherungsform

el:

A
≈

m
−
1

∑i=
0 〈f(

c
(ti )),

c
(ti+

1
)−

c
(ti )〉



D
araus

folgt:A
≈

n∑j
=

1

m
−
1

∑i=
0

f
j (

c
(ti ))(c

j (ti+
1
)−

c
j (ti ))

=
n∑j
=

1

m
−
1

∑i=
0

f
j (

c
(ti ))ċ

j (τ
ij )(ti+

1 −
ti )

Für
eine

Folge
von

Zerlegungen
Z
m
it‖

Z‖
→

0
konvergiert

die
linke

S
eite

gegen
das

oben
definierte

Kurvenintegral2.A
rt.

B
em
erkung:

Füreine
geschlossene

Kurve
c
(t),d.h.

c
(a

)
=

c
(b),schreibtm

an
das

Kurvenintegralauch
als∮c

f(
x
)
d
x
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Eigenschaften
des

Kurvenintegrals
2.A

rt:

1)
Linearität:

∫c

(α
f(

x
)
+

β
g
(
x
))

d
x

=
α ∫c

f(
x
)
d
x

+
β ∫c

g
(
x
)
d
x

2)
E
s
gilt:

∫−
c

f(
x
)
d
x

=
− ∫c

f(
x
)
d
x

w
obei

(−
c
)(t)

:=
c(b

+
a−

t),
a≤

t≤
b

3)
E
s
gilt:

∫c
1
+

c
2

f(
x
)
d
x

= ∫c
1

f(
x
)
d
x

+ ∫c
2

f(
x
)
d
x

w
obeiderE

ndpunktvon
c
1
derA

nfangspunktvon
c
2
ist.
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4)
D
as
Kurvenintegral2.A

rtistparam
etrisierungsinvariant.

5)
E
s
gilt:

∫c

f(
x
)
d
x

=

b
∫a

〈f(
c
(t)),

T
(t)〉‖

ċ
(t)‖

d
t
= ∫c 〈f,

T〉
d
s

m
itdem

Tangenten–Einheitsvektor
T
(t)

:=
ċ
(t)

‖
ċ
(t)‖ .

6)
Form

ale
S
chreibw

eise:
∫c

f(
x
)
d
x

= ∫c

n∑i=
1

f
i (

x
)

d
x

i
=

n∑i=
1 ∫c

f
i (

x
)
d
x

i

m
it

∫c

f
i (

x
)
d
x

i
:=

b
∫a

f
i (

c
(t))ċ

i (t)
d
t
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B
eispiel:

Für
x
∈

R
3
sei

f(
x
)

:=
(−

y
,x

,z
2
)
T

c
(t)

:=
(c

o
s
t,sin

t,a
t)

T
,

0
≤

t≤
2
π

D
ann

berechnetm
an

∫c

f(
x
)
d
x

=

∫c

(−
y
d
x

+
x
d
y
+

z
2
d
z
)

=

2
π

∫0

(−
sin

t)(−
sin

t)
+

c
o
s
t
c
o
s
t
+

a
2
t 2

a
)
d
t

=

2
π

∫0

(1
+

a
3
t 2

)
d
t

=
2
π

+
a
33
(2

π
)
3
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D
efinition:

Ist
u
(
x
)
ein

G
eschw

indigkeitsfeld
eines

ström
enden

M
edium

s,so
nenntm

an
das

Kurvenintegral ∮c
u
(
x
)d

x
entlang

einer
geschlossenen
Kurve

auch
die

Zirkulation
des

Feldes
u
(
x
).

B
eispiel:
Für

das
Feld

u
(x

,y
)

=
(y

,0
)
T
∈

R
2
erhältm

an
längs

der
Kurve

c
(t)

=
(r

c
o
s
t,1

+
r
sin

t)
T
,
0
≤

t≤
2
π
die

Zirkulation

∮c

u
(
x
)
d
x

=

2
π

∫0

(1
+

r
sin

t)(−
r
sin

t)d
t

=

2
π

∫0

(−
r
sin

t−
r
2
sin

2
t)d

t

=

[
r
c
o
s
t−

r
22
(t−

sin
t
c
o
s
t) ]

2
π

0

=
−

π
r
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D
efinition:
E
in
stetiges

Vektorfeld
f(

x
),

x
∈

D
⊂

R
n,
heißtw

irbelfrei,
falls

dessen
Kurvenintegrallängs

aller
geschlossenen,stückw

eise
C
1–

Kurven
c
(t)

in
D
verschw

indet,d.h.

∀
c

:
∮c

f(
x
)
d
x

=
0

B
em
erkung:

E
in
Vektorfeld

istgenau
dann

w
irbelfrei,w

enn
der

W
ert

des
Kurvenintegrals ∫c

f(
x
)d

x
nur

vom
A
nfangs–

und
E
nd-

punkt
des

W
eges,

jedoch
nicht

vom
konkreten

Verlauf
der

Kurve
c
abhängt.

M
an
sagt:das

Kurvenintegralistw
egunabhängig.

Frage:
W
elche

K
riterien

für
das

Vektorfeld
f(

x
)
garantieren

die
W
egun-

abhängigkeitdes
Kurvenintegrals?
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D
efinition:
E
ine

Teilm
enge

D
⊂

R
n
heißtzusam

m
enhängend,

falls
je
zw
ei

P
unkte

in
D
durch

eine
stückw

eise
C
1–Kurve

verbunden
w
erden

können:

∀
x
0
,
y
0∈

D
:
∃
c
:
[a

,b]→
D

:
c
(a

)
=

x
0
∧

c
(b)

=
y
0

E
ine

offene
und

zusam
m
enhängende

M
enge

D
⊂

R
n
nenntm

an
auch

ein
G
ebietin

R
n.

B
em
erkung:

E
ine

offene
M
enge

D
⊂

R
n
ist

genau
dann

nicht
zusam

-
m
enhängend,w

enn
es
disjunkte,offene

M
engen

U
1
,U

2 ⊂
R

n
gibt

m
it

U
1 ∩

D
�=
∅
,

U
2 ∩

D
�=
∅
,

D
⊂

U
1 ∪

U
2

147



N
icht

zusam
m
enhängende

offene
M
engen

sind
also

–
im
G
egen-

satz
zu
zusam

m
enhängende

M
engen

–
in
(zum

indest)zw
eidisjunk-

te
offene

B
ereiche

trennbar.



D
efinition:
S
ei

f
:

D
→

R
n
ein

Vektorfeld
auf

einem
G
ebiet

D
⊂

R
n.
D
as

Vektorfeld
nenntm

an
ein

G
radientenfeld,falls

es
eine

skalareC
1–

Funktion
ϕ

:
D
→

R
gibtm

it

f(
x
)
=
∇

ϕ
(
x
)

D
ie
Funktion

ϕ
(
x
)
heißtdann

Stam
m
funktion

oderPotentialvon
f(

x
).

B
em
erkung:

E
in
M
assenpunkt

bew
ege

sich
in
einem

konservativen
K
raftfeld

K
(
x
),

d.h.
K
besitztein

Potentialϕ
(
x
).

D
ann

ist
U
(
x
)
=
−

ϕ
(
x
)
gerade

die
potentielle

Energie:

K
(
x
)
=

m
ẍ

=
−∇

U
(
x
)
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M
ultipliziertm

an
diese

B
eziehung

m
it
ẋ,so

folgt:

m
〈 ẍ

,
ẋ〉

+
〈∇

U
(
x
),

ẋ〉
=

dd
t (

12
m
‖
ẋ‖

2
+

U
(
x
) )

=
0



H
auptsatz

fürKurvenintegrale:
S
ei

D
⊂

R
n
ein

G
ebietund

f(
x
)
ein

stetiges
Vektorfeld

auf
D
.

1)
B
esitzt

f(
x
)
ein

Potentialϕ
(
x
),so

giltfüralle
stückw

eisen
C
1–Kurven

c
:
[a

,b]→
D
:

∫c

f(
x
)
d
x

=
ϕ
(
c
(b))−

ϕ
(
c
(a

))

Insbesondere
istdas

Kurvenintegralw
egunabhängig

und
f(

x
)

istw
irbelfrei.

2)
U
m
gekehrtgilt:Ist

f(
x
)
w
irbelfrei,so

besitzt
f(

x
)
ein

Potential
ϕ
(
x
).

Ist
x
0
∈

D
ein

fester
P
unkt,

und
bezeichnet

c
x
(für

x
∈

D
)

eine
beliebige,

die
P
unkte

x
0
und

x
verbindende

stückw
eise
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C
1–Kurve

in
D
,so

ist
ϕ
(
x
)
gegeben

durch:

ϕ
(
x
)
= ∫c

x

f(
x
)
d
x

+
c,

c
=
const.



B
eispiel:
D
as
zentrale

K
raftfeld

K
(
x
)
:=

x

‖
x‖

3

besitztdas
Potential

U
(
x
)
=
−

1

‖
x‖

=
−
(x

21
+

x
22
+

x
23
) −

1
/
2

D
enn

es
gilt:

∇
U
(
x
)
=

(x
21
+

x
22
+

x
23
) −

3
/
2
(x

,y
,z

)
T

=
x

‖
x‖

3

Für
die

längs
einer

stückw
eisen

C
1–Kurve

c
:

[a
,b]→

R
3
\{

0}
geleistete

A
rbeitgiltdann:

A
= ∫c

K
(
x
)
d
x

= (
1

‖
c
(a

)‖ −
1

‖
c
(b)‖ )
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B
eispiel:
D
as
Vektorfeld

f(
x
)
:= ⎛⎜⎝

2
x
y
+

z
3

x
2
+

3
z

3
x
z
2
+

3
y ⎞⎟⎠

besitztdas
Potentialϕ

(
x
)
=

x
2
y
+

x
z
3
+

3
y
z

Für
eine

beliebige,die
P
unkte

P
=

(1
,1

,2
)
und

Q
=

(3
,5

,−
2
)

verbindendeC
1–Kurve

c
(t)

giltalso:
∫c

f(
x
)
d
x

=
ϕ
(Q

)−
ϕ
(P

)
=
−
9−

1
5

=
−
2
4

Interpretiertm
an

f(
x
)
als

elektrisches
Feld,so

gibtdas
Kurvenin-

tegral2.A
rtdie

S
pannung

zw
ischen

den
beiden

P
unkten

P
und

Q

an.
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B
eispiel:

W
irbetrachten

das
Vektorfeld

f(x
,y

)
=

1

x
2
+

y
2 (

−
yx )

,
(x

,y
)
T
∈

D
=

R
2\{

0}

Für
den

E
inheitskreis

c
(t)

:=
(c

o
s
t,sin

t)
T
,
0
≤

t≤
2
π,findet

m
an:

∫c

f(
x
)
d
x

=

2
π

∫0

〈f(
c
(t),

ċ
(t)〉

d
t

=

2
π

∫0 〈(
−

sin
t

c
o
s
t )

, (
−

sin
t

c
o
s
t )〉

d
t

=

2
π

∫0

1
d
t
=

2
π
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f(x
,y

)
istalso

nichtw
irbelfreiund

besitztfolglich
auf

D
auch

kein
Potential.



B
em
erkung:

Ist
f(

x
),

x
∈

D
⊂

R
3,einC

1–Vektorfeld
m
itPotentialϕ

(
x
),so

folgt:

rot
f(

x
)
=
rot(∇

ϕ
(
x
))

=
0

∀
x
∈

D

D
araus

folgt,dass
rot

f(
x
)
=

0
eine

notw
endige

B
edingung

für
die

E
xistenz

eines
Potentials

ist.

D
efiniertm

an
fürein

Vektorfeld
f
:

D
→

R
2,

D
⊂

R
2,die

skalare
R
otation

rot
f(x

,y
)
:=

∂
f
2

∂
x

(x
,y

)−
∂
f
1

∂
y

(x
,y

)

so
istrot

f(x
,y

)
=

0
auch

in
zw
eiD

im
ensionen

eine
notw

endige
B
edingung.

D
ie
B
edingung

rot
f(

x
)
=

0
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isteine
hinreichende

B
edingung,falls

das
G
ebiet

D
einfach

zusam
m
enhängend

ist,d.h.keine
“Löcher”enthält.



B
eispiel:
W
irbetrachten

w
iederdas

Vektorfeld

f(x
,y

)
=

1

x
2
+

y
2 (

−
yx )

,
(x

,y
)
T
∈

D
=

R
2\{

0}

B
erechnetm

an
die

R
otation,so

ergibtsich

rot [
1r
2 (

−
yx )]

=
∂∂
x (

x

x
2
+

y
2 )

+
∂∂
x (

y

x
2
+

y
2 )

=
1

x
2
+

y
2 −

2
x
2

(x
2
+

y
2
)
2

+
1

x
2
+

y
2 −

2
y
2

(x
2
+

y
2
)
2

=
0

D
ie
R
otation

von
f(x

,y
)
verschw

indetzw
ar,aber

f(x
,y

)
besitztauf

der
M
enge

D
=

R
2\{

0}
kein

Potential.
D
as
G
ebietistnäm

lich
nichteinfach

zusam
m
enhängend.
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Satz:
(Integralsatz

von
G
reen)

S
ei

f(
x
)
ein

C
1–Vektorfeld

aufdem
G
ebiet

D
⊂

R
2.

K
⊂

D
sei

kom
pakt

und
bezüglich

beider
Koordinatenrichtungen

projizierbar.
K
w
ird
dann

von
einergeschlossenen,stückw

eisenC
1–Kurve

c
(t)

berandet.
D
ie
Param

etrisierung
seiso

gew
ählt,dass

K
stets

links
zurD

urch-
laufrichtung

liegt(positiverU
m
lauf).

D
ann

gilt:
∮c

f(
x
)
d
x

= ∫K

rot
f(

x
)
d
x

B
em
erkung:

D
er
G
reensche

Integralsatz
gilt

auch
für

kom
pakte

B
ereiche,

die
sich

in
endlich

viele,bezüglich
beider

Koordinatenrichtungen
proji-

zierbarerB
ereiche

zerlegen
lassen,in

so
genannte

G
reensche

B
e-

reiche.
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A
ndere

D
arstellungen

des
Integralsatzes

von
G
reen:

W
irhatten

gesehen,dass
die

B
eziehung

∮c

f(
x
)d

x
= ∮c 〈f,

T〉
d
s

gilt,w
obei

T
(t)

=
ċ
(t)

‖
ċ
(t)‖

den
Tangenteneinheitsvektorbezeichnet.

D
araus

folgtaberm
itdem

Integralsatz
von

G
reen

∫K

rot
f(

x
)
d
x

=
∮∂
K

〈f,
T〉

d
s

Ist
f(

x
)
ein

G
eschw

indigkeitsfeld,so
istdie

durch
f
beschriebene

S
tröm

ung
unterderB

edingung
rot

f(
x
)
=

0
w
irbelfrei,denn

∮c

f(
x
)d

x

istgerade
die

Zirkulation
von

f(
x
).
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A
ndere

D
arstellungen

des
Integralsatzes

von
G
reen

II:
E
rsetzt

m
an

in
der

obigen
G
leichungen

den
Vektor

T
durch

den
äußeren

N
orm

aleneinheitsvektor
n

=
(T

2
,−

T
1
)
T
,so

folgt
∮∂
K

〈f,
n〉

d
s

=
∮∂
K

(f
1
T
2 −

f
2
T
1
)d

s
=

∮∂
K 〈(

−
f
2

f
1 )

,
T 〉

d
s

=
∫K

rot (
−

f
2

f
1 )

d
x

= ∫K

div
f
d
x

und
dam

itdie
B
eziehung

∫K

div
f(

x
)
d
x

=

∮∂
K

〈f,
n〉

d
s

D
ie
rechte

S
eite

beschreibtden
G
esam

tfluss
derS

tröm
ung

durch
den

R
and

von
K
.
G
ilt
also

div
f(

x
)

=
0,
so

ist
die

S
tröm

ung
quellen–

und
senkenfrei.
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Folgerung:
Istrotf(

x
)

=
0
füralle

x
∈

D
,
D
⊂

R
2
ein

G
ebiet,

so
folgt

∮c

f(
x
)
d
x

=
0

fürjede
geschlossene

stückw
eiseC

1–Kurve,die
einen

G
reenschen

B
ereich

B
⊂

D
vollständig

um
randet.

D
efinition:
E
in
G
ebiet

D
⊂

R
n
heißteinfach

zusam
m
enhängend,falls

sich
jede

geschlossene
Kurve

c
:

[a
,b]

→
D
stetig

innerhalb
D
auf

einen
P
unktin

D
zusam

m
enziehen

lässt,d.h.genauer:
E
s
gibteine

stetige
A
bbildung

Φ
:
[a

,b]×
[0

,1
]→

D

m
it
Φ

(t,0
)
=

c
(t),∀

t∈
[a

,b]und
Φ

(t,1
)
=

x
0∈

D
,∀

t∈
[a

,b].
D
ie
A
bbildung

Φ
(t,s

)
heißtauch

H
om
otopie.
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Satz:
S
ei

D
⊂

R
n
ein

einfach
zusam

m
enhängendes

G
ebiet.

E
inC

1–Vektorfeld
f
:
D
→

R
n
besitztgenau

dann
ein

Potentialauf
D
,

falls
die

Integrabilitätsbedingung

∀
x
∈

D
:

J
f(

x
)
=

(
J

f(
x
))

T

erfülltist.
Ausgeschrieben

bedeutetdies

∂
f
k

∂
x

j
=

∂
f
j

∂
x

k
∀

j,k

B
em
erkung:

In
den

Fällen
n

=
2
,3
stim

m
tdie

Integrabilitätsbedingung
m
itder

B
edingung

rotf(
x
)
=

0

159



überein.



B
eispiel:
Für

x
∈

R
3\{

0}
seidas

Vektorfeld

f(
x
)
= ⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2
x
y

r
2

+
sin

z

ln
r
2
+

2
y
2

r
2

+
z
e
y

2
y
z

r
2

+
e
y
+

x
c
o
s
z ⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,
r
2

:=
x
2
+

y
2
+

z
2

gegeben.
W
irw
ollen

untersuchen,ob
f(

x
)
ein

Potentialbesitztund
dieses

ge-
gebenenfalls

bestim
m
en.

D
ie
M
enge

D
=

R
3
\
{
0}

ist
offensichtlich

einfach
zusam

-
m
enhängend.

W
eitergilt:

rot f(
x
)
=

0
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A
lso

besitzt
f(

x
)
ein

Potential.



B
erechnung

des
Potentials:

E
s
m
uss

gelten:
f(

x
)
=
∇

ϕ
(
x
).D

em
nach

folgt:

∂
ϕ

∂
x

=
f
1

=
2
x
y

r
2

+
sin

z

D
urch

Integration
bezüglich

derVariablen
x
ergibtsich:

ϕ
(
x
)
=

y
ln

r
2
+

x
sin

z
+

c(y
,z

)

m
iteinerunbekannten

Funktion
c(y

,z
).

E
insetzen

in
die

G
leichung

∂
ϕ

∂
y

=
f
2

=
ln

r
2
+

2
y
2

r
2

+
z
e
y

liefert

ln
r
2
+

2
y
2

r
2

+
∂
c

∂
y

=
ln

r
2
+

2
y
2

r
2

+
z
e
y
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D
araus

folgtdie
B
edingung

∂
c

∂
y

=
z
e
y

und
es
gilt

c(y
,z

)
=

z
e
y
+

d
(z

)

W
irhaben

dam
it:

ϕ
(
x
)
=

y
ln

r
2
+

x
sin

z
+

z
e
y
+

d
(z

)

m
itdernoch

unbekannten
Funktion

d
(z

).
D
ie
letzte

B
edingung

lautet
∂
ϕ

∂
z

=
f
3

=
2
y
z

r
2

+
e
y
+

x
c
o
s
z

D
araus

folgt
d ′(z

)
=

0
und

das
Potentialistgegeben

durch

ϕ
(
x
)
=

y
ln

r
2
+

x
sin

z
+

z
e
y
+

c,
c∈

R
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3.3
O
berflächenintegrale

D
efinition:
S
ei

D
⊂

R
2
ein

G
ebietund

p
:
D
→

R
3
eineC

1–A
bbildung

x
=

p
(
u
),

x
∈

R
3
,
u

=
(u

1
,u

2
)
T
∈

D
⊂

R
2

S
ind

füralle
u
∈

D
die

beiden
Vektoren

∂
p

∂
u
1

und
∂
p

∂
u
2

linearunabhängig,so
heißt

F
:=
{
p
(
u
)

:
u
∈

D
}

eine
Fläche

bzw.ein
Flächenstück.

D
ie
A
bbildung

x
=

p
(
u
)
nanntm

an
eine

Param
etrisierung

oder
Param

eterdarstellung
derFläche

F
.
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B
eispiel:
W
irbetrachten

fürgegebenes
r

>
0
die

A
bbildung

p
(ϕ

,z
)
= ⎛⎜⎝

r
c
o
s
ϕ

r
sin

ϕ
z

⎞⎟⎠
,

(ϕ
,z

)∈
R

2

D
ie
dadurch

param
etrisierte

Fläche
istein

unbeschränkterZylinder
im

R
3.

S
chränken

w
irden

D
efinitionsbereich

ein,etw
a

(ϕ
,z

)∈
K

:=
[0

,2
π
]×

[0
,H

]⊂
R

2

so
erhalten

w
ireinen

beschränkten
ZylinderderH

öhe
H
.

D
ie
partiellen

A
bleitungen

sind

∂
p

∂
ϕ

= ⎛⎜⎝
−

r
sin

ϕ
r
c
o
s
ϕ

0

⎞⎟⎠
,

∂
p

∂
z

= ⎛⎜⎝
001 ⎞⎟⎠
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und
dam

itlinearunabhängig
aufganz

R
2.



B
eispiel:
D
erG

raph
einerskalarenC

1–Funktion
ϕ

:
D
→

R
,
D
⊂

R
2
G
ebiet,

isteine
Fläche.

E
ine

Param
etrisierung

istetw
a
gegeben

durch

p
(u

1
,u

2
)
:= ⎛⎜⎝

u
1

u
2

ϕ
(u

1
,u

2
) ⎞⎟⎠

,
u
∈

D

D
ie
partiellen

A
bleitungen

∂
p

∂
u
1

= ⎛⎜⎝
10

ϕ
u
1 ⎞⎟⎠

,
∂
p

∂
u
2

= ⎛⎜⎝
01

ϕ
u
2 ⎞⎟⎠

sind
linearunabhängig.
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Tangentialebene:
D
ie
beiden

linearunabhängigen
Vektoren

∂
p

∂
u
1
(
u
0
)
und

∂
p

∂
u
2
(
u
0
)

liegen
tangentialan

die
Fläche

F
.

S
ie
spannen

die
Tangentialebene

T
x
0 F

an
die

Fläche
F
im

P
unkt

x
0

=
p
(
u
)
auf.

D
ie
Tangentialebene

hatdie
Param

eterdarstellung

T
x
0 F

:
x

=
x
0
+

λ
∂
p

∂
u
1
(
u
0
)
+

μ
∂
p

∂
u
2
(
u
0
),

λ
,μ
∈

R

Frage:
W
ie
kann

ich
den

Flächeninhalteinergegebenen
Fläche

F
berech-

nen?
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D
efinition:
S
ei

p
:

D
→

R
3
die

Param
eterdarstellung

einer
Fläche,und

sei
K
⊂

D
kom

pakt,m
essbarund

zusam
m
enhängend.

D
ann

w
ird
derFlächeninhaltvon

p
(K

)
definiertdurch

das
O
berflächenintegral

∫p
(K

)

d
o
:= ∫K ∥∥∥∥∥

∂
p

∂
u
1
(
u
)×

∂
p

∂
u
2
(
u
) ∥∥∥∥∥

d
u

D
abeinenntm

an
den

Term

d
o
:= ∫K ∥∥∥∥∥

∂
p

∂
u
1
(
u
)×

∂
p

∂
u
2
(
u
) ∥∥∥∥∥

d
u

auch
das

O
berflächenelem

entderFläche
x

=
p
(
u
).

D
as
O
berflächenintegralistinsbesondere

unabhängig
von

derspe-
ziellen

Param
etrisierung

derFläche.D
ies

folgtaus
dem

Transform
a-

tionssatz.
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B
eispiel:
Fürdie

M
antelfläche

des
Zylinders

Z
=

p
(K

)
m
it

K
:=

[0
,2

π
]×

[0
,H

]⊂
R

2

und

x
=

p
(ϕ

,z
)
:= ⎛⎜⎝

r
c
o
s
ϕ

r
sin

ϕ
z

⎞⎟⎠
,

(ϕ
,z

)∈
R

2

erhältm
an
w
egen

∥∥∥∥∥
∂
p

∂
ϕ
×

∂
p

∂
z ∥∥∥∥∥

=
r

den
W
ert

O
(Z

)
= ∫Z

d
o
= ∫K

r
d
(ϕ

,z
)
=

2
π

∫0

H∫0

r
d
z
d
ϕ

=
2
π
r
H
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B
eispiel:
Ist

die
Fläche

der
G
raph

einer
skalaren

Funktion,
d.h.

x
3

=

ϕ
(x

1
,x

2
),so

giltfürdie
zugehörigen

Tangentialvektoren

∂
p

∂
x
1 ×

∂
p

∂
x
2

= ⎛⎜⎝
10

ϕ
x
1 ⎞⎟⎠

× ⎛⎜⎝
01

ϕ
x
2 ⎞⎟⎠

= ⎛⎜⎝
−

ϕ
x
1

−
ϕ

x
2

1

⎞⎟⎠
D
am
itergibtsich∥∥∥∥∥

∂
p

∂
x
1 ×

∂
p

∂
x
2 ∥∥∥∥∥

= √
1

+
ϕ
2x
1
+

ϕ
2x
2

und

O
(
p
(K

))
=

∫p
(K

)

d
o

169



=

∫K √
1

+
ϕ
2x
1
+

ϕ
2x
2

d
(x

1
,x

2
)



B
eispiel:
W
irberechnen

die
O
berfläche

des
Paraboloids

P
gegeben

durch

P
:=
{
(x

1
,x

2
,x

3
)
T
∈

R
3

:
x
3

=
2−

x
21 −

x
22
,
x
21
+

x
22 ≤

2}
D
ann

gilt:

O
(P

)
=

∫
x
21
+

x
22 ≤

2 √
1

+
4
x
21
+

x
22

d
(x

1
,x

2
)

=

√
2

∫0

2
π

∫0 √
1

+
4
r
2

r
d
ϕ

d
r
=

π

2∫0 √
1

+
4
s

d
s

=
π [

16
(1

+
4
s
)
3
/
2 ]

20
=

π (
16
(2

7−
1
) )

=
1
33

π170



B
em
erkung:

Fürdas
K
reuzproduktzw

eierVektoren
a
,
b
∈

R
3
gilt:

‖
a×

b‖
=
‖
a‖

2‖
b‖

2−
〈a

,
b〉

2

D
araus

folgt
∥∥∥∥∥

∂
p

∂
x
1 ×

∂
p

∂
x
2 ∥∥∥∥∥

2

= ∥∥∥∥∥
∂
p

∂
x
1 ∥∥∥∥∥

2 ∥∥∥∥∥
∂
p

∂
x
2 ∥∥∥∥∥

2− 〈
∂
p

∂
x
1
,

∂
p

∂
x
2 〉

2

D
efiniertm

an

E
:= ∥∥∥∥∥

∂
p

∂
x
1 ∥∥∥∥∥

2

,
F

:=
〈

∂
p

∂
x
1
,

∂
p

∂
x
2 〉

2
,

G
:= ∥∥∥∥∥

∂
p

∂
x
2 ∥∥∥∥∥

2

,

so
ergibtsich

die
B
eziehung

d
o
= √

E
G
−

F
2

d
(u

1
,u

2
)
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B
eispiel:
Fürdas

O
berflächenelem

entderS
phäre

S
2r

=
{
(x

1
,x

2
,x

3
)
T
∈

R
3

:
x
21
+

x
22
+

x
23

=
r
2}

ergeben
sich

m
itderParam

etrisierung
überKugelkoordinaten

⎛⎜⎝
x
1

x
2

x
3 ⎞⎟⎠

=
r ⎛⎜⎝

c
o
s
ϕ

c
o
s
θ

sin
ϕ

c
o
s
θ

sin
θ

⎞⎟⎠
,

(ϕ
,θ

)∈
[0

,2
π
]× [−

π2
,
π2 ]

die
B
eziehungen

∂
p

∂
ϕ

=
r ⎛⎜⎝

−
sin

ϕ
c
o
s
θ

c
o
s
ϕ

c
o
s
θ

0

⎞⎟⎠
,

∂
p

∂
θ

=
r ⎛⎜⎝

−
c
o
s
ϕ

sin
θ

−
sin

ϕ
sin

θ
c
o
s
θ

⎞⎟⎠
D
araus

folgt

E
=

r
2
c
o
s
2

θ
,

F
=

0
,

G
=

r
2
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B
eispiel:

(Fortsetzung)

Aus
derB

eziehung

d
o
= √

E
G
−

F
2

d
(u

1
,u

2
)

folgtdaher

d
o
=

r
2
c
o
s
θ

d
(ϕ

,θ
),

(ϕ
,θ

)∈
[0

,2
π
]× [−

π2
,
π2 ]

W
irkönnen

nun
die

O
berfläche

derS
phäre

berechnen:

O
=

∫S
2r

d
o
=

π
/
2

∫−
π
/
2

2
π

∫0

r
2
c
o
s
θ

d
ϕ

d
θ

=
2
π
r
2
sin

θ ∣∣∣ π
/
2

−
π
/
2

=
4
π
r
2
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D
efinition:
S
ei

x
=

p
(
u
)
eine

C
1–Param

etrisierung
einerFläche

F
=

p
(K

),
K
⊂

D
kom

pakt,m
essbarund

zusam
m
enhängend.

1)
Füreine

stetige
Funktion

f
:
F
→

R
definiertm

an
das

O
berflächenintegral1.A

rtdurch
∫F

f
(
x
)

d
o
:= ∫K

f
(
p
(
u
)) ∥∥∥∥∥

∂
p

∂
u
1 ×

∂
p

∂
u
2 ∥∥∥∥∥

d
u

2)
Fürein

stetiges
Vektorfeld

f
:
F
→

R
3
definiertm

an
das

O
berflächenintegral2.A

rtdurch
∫F

f(
x
)
d
o
:= ∫K 〈

f(
p
(
u
)),

∂
p

∂
u
1 ×

∂
p

∂
u
2 〉

d
u
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A
ndere

D
arstellungen

des
O
berflächenintegrals

2.A
rt

D
er
E
inheitsnorm

alenvektor
n
(
x
)
auf

der
Fläche

F
ist
gegeben

durch

n
(
x
)
=

n
(
p
(
u
))

=

∂
p

∂
u
1 ×

∂
p

∂
u
2

∥∥∥∥∥
∂
p

∂
u
1 ×

∂
p

∂
u
2 ∥∥∥∥∥

W
irschreiben

daherauch
∫F

f(
x
)
d
o

=

∫K 〈
f(

p
(
u
)),

∂
p

∂
u
1 ×

∂
p

∂
u
2 〉

d
u

=

∫K

〈f(
p
(
u
)),

n
(
p
(
u
))〉 ∥∥∥∥∥

∂
p

∂
u
1 ×

∂
p

∂
u
2 ∥∥∥∥∥

d
u

175



=

∫F

〈f(
x
),

n
(
x
)〉

d
o



B
em
erkung:

1)
Physikalische

Interpretation
derO

berflächenintegrale:
Ist

ρ
(
x
)
die

D
ichte

einerm
assenbelegten

Fläche,so
liefertdas

Integral1.A
rtgerade

die
G
esam

tm
asse

derFläche.
Ist

f(
x
)
ein

G
eschw

indigkeitsfeld
einer

stationären
S
tröm

ung,
so
liefertdas

Integral2.A
rtdie

Flüssigkeitsm
enge,die

pro
Zeit-

einheit
durch

die
Fläche

F
ström

t,
d.h.

den
Fluss

von
f(

x
)

durch
die

Fläche
F
.

2)
Ist

F
eine

geschlossene
Fläche,

d.h.
die

O
berflächen

eines
kom

pakten
und

einfach
zusam

m
enhängenden

Körpers
im

R
3,

so
schreiben

w
ir

w
iederum

∮F

f
(
x
)
d
o

bzw.
∮F

f(
x
)
d
o

176



D
ie
Param

etrisierung
istdabeiso

gew
ählt,dass

der
E
inheits-

norm
alenvektor

n
(
x
)
nach

außen
w
eist.



Satz:
(Integralsatz

von
G
auß)

S
ei

G
⊂

R
3
ein

kom
pakter

und
m
essbarer

S
tandardbereich,d.h.

G
seibezüglich

jederKoordinate
projizierbar.D

erR
and

∂
G
beste-

he
aus

endlich
vielen

glatten
Flächenstücken

m
itäußererN

orm
ale

n
(
x
).

Ist
f
:
D
→

R
3
dann

einC
1–Vektorfeld

m
it

G
⊂

D
,so

gilt
∫G

div
f(

x
)
d
x

=
∮∂
G

f(
x
)
d
o

Interpretation:
D
ie
linke

S
eite

istein
B
ereichsintegralüberdie

skalare
Funktion

g
(
x
)
:=

div
f(

x
).D

ie
rechte

S
eite

istein
O
berflächenintegral2.A

rt
bezüglich

des
Vektorfeldes

f(
x
).Ist

f(
x
)
das

G
eschw

indigkeitsfeld
einerinkom

pressiblen
S
tröm

ung,so
giltdiv

f(
x
)
=

0
und

daher
∮∂
G

f(
x
)
d
o
=

0
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B
eispiel:
W
irbetrachten

das
Vektorfeld

f(
x
)
=

x
und

die
KugelK

:

K
:=
{
(x

1
,x

2
,x

3
)
T
∈

R
3

:
x
21
+

x
22
+

x
23 ≤

1}
D
ann

giltoffensichtlich

div
f(

x
)
=

3

und
dam

it
∫K

div
f(

x
)
d
x

=
3·vol(K

)
=

4
π

D
as
entsprechende

O
berflächenintegralläßtsich

am
besten

durch
Ü
bergang

aufKugelkoordinaten,d.h.die
Param

etrisierung
derKu-

gel
durch

Kugelkoordinaten,berechnen.
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Satz:
(Form

eln
von

G
reen)

D
ie
M
enge

G
⊂

R
3
erfülle

die
Voraussetzungen

des
G
außschen

Integralsatzes.FürC
2–Funktionen

f
,g

:
D
→

R
,
G
⊂

D
,gelten

dann
die

R
elationen:

∫G

(f
Δ

g
+
〈∇

f
,∇

g〉)
d
x

=
∮∂
G

f
∂
g

∂
n

d
o

∫G

(f
Δ

g−
g
Δ

f
)
d
x

=

∮∂
G (

f
∂
g

∂
n
−

g
∂
f

∂
n )

d
o

H
ierbeibezeichnet∂

f

∂
n
(
x
)
=

D
n

f
(
x
),

x
∈

∂
G

die
R
ichtungsableitung

von
f
(
x
)
in
R
ichtung

des
äußeren

E
inheits-

norm
alenvektors

n
(
x
).
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B
ew
eis:

W
irsetzen

F
(
x
)
=

f
(
x
)·∇

g
(
x
)

D
ann

gilt

div
F
(
x
)

=
∂

∂
x
1 (

f·
∂
g

∂
x
1 )

+
∂

∂
x
2 (

f·
∂
g

∂
x
2 )

+
∂

∂
x
3 (

f·
∂
g

∂
x
3 )

=
f·

Δ
g
+
〈∇

f
,∇

g〉
W
irw

enden
nun

den
G
außschen

Integralsatz
an:

∫G

(f
Δ

g
+
〈∇

f
,∇

g〉)
d
x

=

∫G

div
F
(
x
)
d
x

=

∮∂
G

〈F
,
n〉

d
o

=

∮∂
G

f〈∇
g
,
n〉

d
o
=

∮∂
G

f
∂
g

∂
n

d
o

D
ie
zw
eite

G
reensche

Form
elfolgtdirektdurch

Vertauschen
von

f
und

g.
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Satz:
(Integralsatz

von
S
tokes)

S
ei f

:
D
→

R
3
einC

1–Vektorfeld
aufeinem

G
ebietD

⊂
R

3.W
eiter

sei
F

=
p
(K

)
eine

Fläche
in

D
,
F
⊂

D
,m
itderParam

etrisierung
x

=
p
(
u
),

u
∈

R
2.

K
⊂

R
2
seiein

G
reenscherB

ereich.D
erR

and
∂
K
w
erde

durch
ei-

ne
stückw

eise
glatteC

1–Kurve
c
param

etrisiert,deren
B
ild

c̃
(t)

:=

p
(
c
(t))

dann
den

R
and

∂
F
derFläche

F
param

etrisiert.

D
ie
O
rientierung

derR
andkurve

c̃
(t)

seihierbeiso
gew

ählt,dass
n
(
c̃
(t))×

˙̃c(t)
in
R
ichtung

derFläche
w
eist.

D
ann

gilt
∫F

rotf(
x
)
d
o
= ∮∂

F

f(
x
)
d
x

181



B
eispiel:
G
egeben

seidas
Vektorfeld

f(x
,y

,z
)
=

(−
y
,x

,−
z
)
T

und
die

geschlossene
Kurve

c
:
[0

,2
π
]→

R
3
param

etrisiertdurch

c
(t)

=
(c

o
s
t,sin

t,0
)
T

,
0
≤

t≤
2
π

D
ann

gilt:∮c

f(
x
)
d
x

=

2
π

∫0

〈f(
c
(t)),

ċ
(t)〉

d
t

=

2
π

∫0 〈 ⎛⎜⎝
−

sin
t

c
o
s
t

0

⎞⎟⎠
, ⎛⎜⎝
−

sin
t

c
o
s
t

0

⎞⎟⎠ 〉
d
t

182



=

2
π

∫0

(sin
2

t
+

c
o
s
2

t)
d
t
=

2
π



B
eispiel:

(Fortsetzung)
W
ir
definieren

nun
eine

Fläche
F
⊂

R
3,die

durch
die

Kurve
c
(t)

berandetw
ird:⎛⎜⎝

xyz ⎞⎟⎠
= ⎛⎜⎝

c
o
s
ϕ

c
o
s
ψ

sin
ϕ

c
o
s
ψ

sin
ψ

⎞⎟⎠
=

:
p
(ϕ

,ψ
)

m
it
(ϕ

,ψ
)∈

K
=

[0
,2

π
]×

[0
,π

/
2
],d.h.die

Fläche
F
istgerade

die
obere

Kugelhälfte.
D
erIntegralsatz

von
S
tokes

besagtnun:
∫F

rotf(
x
)
d
o
=

∮c
=

∂
F

f(
x
)
d
x

W
ir
haben

bereits
die

rechte
S
eite,ein

Kurvenintegral2.A
rt,be-

rechnet:
∮c

=
∂
F

f(
x
)
d
x

=
2
π
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B
eispiel:

(Fortsetzung)
E
s
bleibtalso

das
O
berflächenintegral2.A

rt:
∫F

rotf(
x
)
d
o
= ∫K 〈

rotf(
p
(ϕ

,ψ
)),

∂
p

∂
ϕ
×

∂
p

∂
ψ 〉

d
ϕ

d
ψ

B
eachte:D

ie
rechte

S
eite

istein
B
ereichsintegral.

M
an
berechnetdirekt,dass

rotf(
x
)
=

(0
,0

,2
)
T
giltund

∂
p

∂
ϕ
×

∂
p

∂
ψ

= ⎛⎜⎝
c
o
s
ϕ

c
o
s
2

ψ

sin
ϕ

c
o
s
2

ψ
sin

ψ
c
o
s
ψ

⎞⎟⎠
D
araus

folgt:

∫F

rotf(
x
)
d
o
=

π
/
2

∫0

2
π

∫0

2
sin

ψ
c
o
s
ψ

d
ϕ

d
ψ

=
2
π

π
/
2

∫0

sin
(2

ψ
)
d
ψ

=
2
π
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