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e Induktion

v Nmtnz . Weandi

Problem: n + z

Lésung: Fishre

Ganze Zahlen

Z= (0,1, -1, +2, -2, 43,

m ist nur losbar, falls m > n

-}

«in, Dann hat n 4+ & = m fiir befiebige v, n € Z eine Losung € Z,

gi A und Op
Postulat Eine Aussage kann entweder wahr oder
falsch sein, ein Drittes gibt es nicht
Negation
A cder ~A definiert durch w(-A) = F, falls o(A) = W.

Konjunktion: AAB.
(AN B) = W genau dann, wenn w(A) = W, und (B) = W.

@ @ @

@

Arematve AVE
ARV B) =  genau dann,wenm o{A) = F. und u(8) = .
Tmpiaion: A+ 8

(A 8] ~ F genau damn, wenn w{A) = W, und 18) — F.

Aquvalerz A B
(A <> B) = W genau darn, wenn (A} = o(B).

Rechenregeln fiir Ungleichungen

Rechenregeln: Seien a,5 & R und > . Dann gift

VeeR: atembte
VeER, e>0: a-e>bee
VeER, c<0: ac<boc
lolalsasb>0

a>bhe>d = ate>bid

I

VneN: a>b>0 = a">i

YneN: a»b>0 = a> b

Logik+Ungleichungen

Wabhrheitswerttabellen:
Beispiel Indirekter Beweis

Die folgende Wanrheitswerttabele ist galtig

A B A B AmsB DA (At B) e (B X
ww FF W w W
wWE F W F ¥ w
FW WE W w w
FF WW W w w

Ungleichungen - Axiome

Axiom 1: Seien z,y € R beliebig. Dann gelte gensu eine der Bezichungen:

r<y z=y r>y.
Axiom 2: Es gele die Impliation

zcyrash = siac<yih
Axiom 3. Es golta die Impikation:

z<yA0<a = ar<oy

Fourie
Frage: Lasst sich ein f(x) durch ger
1@ = F+3
=
= b [? N

Berechnungsformel- (Fourier Ana
Unter der Voraussetzung, dass es eir
busin{nr)) gibt die gleichmibig ke
b, berechnen durch die Fourier-

a, = 5/’:’!(1
I RO




Logische Aussagen und Operationen

Postulat: Eine Aussage kann entweder wahr oder
falsch sein, ein Drittes gibt es nicht.

Negation:
A oder —A definiert durch w(—A) = F, falls w(A) = W.

Konjunktion: AAB
w(A A B) = W genau dann, wenn w(A) =W, und w(B) = W.

%%

Alternative: AV B
w(A V B) = F genau dann, wenn w(A) = F, und w(B) = F.

@

@

@

©)
Implikation: A = B
w(A = B) = F genau dann, wenn w(A) =W, und w(B) = F.

Aquivalenz: A < B
w(A < B) = W genau dann, wenn w(A) = w(B).

EEEHIES




Wahrheitswerttabellen:
Beispiel Indirekter Beweis

Die folgende Wahrheitswerttabelle ist gultig:

A B A B A=B B=—=A (A= B)<+= (B=A)
W W F F 1% 1% 1%
W F F W F F 1%
F W W F 1% W 1%
F F W W 1% W 1%




Ungleichungen — Axiome

Axiom 1: Seien z,y € R beliebig. Dann gelte genau eine der Beziehungen:
r<y x=Y T>Y.
Axiom 2: Es gelte die Implikation:

r<yNa<b = z+a<y+b

Axiom 3: Es gelte die Implikation:

r<yNO0<a = azr<ay.




Rechenregeln fiir Ungleichungen

Rechenregeln: Seien a,b € R und a > b. Dann gilt:

1.

N o oA W N

VceeR: a+c>b+c

VceR, ¢c>0: a-c>b-c
VeeR, c<0: a-c<b-c
%<%,fa|lsa>b>0
a>bAc>d = a+c>b+d
VneN: a>b>0 = a">b"

VneN: a>b>0 = a> b

Axiom

Axiom

Axiom




(A 0 B) = W gona dann, wene (A) = o{8).

Rechenregeln fiir Ungleic
Rechenregeln: Seien a.b & R und a > b.
-w 1L ¥eeR: a+e>bte
2 YeeR c>0: ac>bc
3. ¥eeER, c<0: a-c<h-c
4l fallsa=b>0
5. a>bhe>d = ate>b+d
6.¥neEN: a>b>0 = a">b

7.¥meN: a>b>0 = ya>

Prinzip vollsténdige Induktion

Scim € ¥ v A} v Assagefm i ks € ¥ it x> . W e
reen Aumagre

Natiirliche Zahlen i
- 3) G 8,4 2w A e o Ak 1) b
Peano Axiome o, i g )i & X i 2 g e,

5) 5 iem s Zab.
2) ede sutiche ZaM  bat genss v Machichger ' {Schelswmse 2-1
)

3 3t kg s rrticon 2
Y ' Ganze Zahlen

 konins 38 AS N
) e se s m Problem: n + x = m ist nur lésbar, falls m > n!
Bncimrca
rian
Lésung: Fihre
Lo {0, 41 -1, 42, <2, 43, -5, )

ein. Dann hat 5 + x = e fir beliebige m,n € Z eine Losung x & 2.

Also: Z abgeschiossen gegeniiber Addition, Subtraktion und Multiplikation

Komplexe Zahlen

Wee: Fiihre Zablenraum ein, dee v/~T enthit

Rationale Zahlen
Problem: - = m st nur kisbar in Z, falls  Teler von m!
Lsung: Fire
Q=(9l0= . abEZ b0, 0b teikriemd}

. Dann hat 0 = m in Q die Lisung = = 2 mit m.n € Z.

Reelle Zahlen

Problem: =z =2 st icht lésbar in Q

Lasung: Fibre.
R o= (x| x ist mendicher Dezimalbruch}




Natiirliche Zahlen
Peano Axiome

Peano Axiome zur Charakterisierung der Menge N der naturlichen Zahlen

1) 1 ist eine natiirliche Zahl.

2) Jede natiirliche Zahl n hat genau einen Nachfolger n' (Schreibweise 2=1",
3=2" usw.).

3) 1 ist kein Nachfolger einer natiirlichen Zahl.

4) die Nachfolger zweier verschiedener natiirlicher Zahlen sind voneinander ver-
schieden (daraus folgt insbesondere, dass jede natiirliche Zahl auBer 1 genau
einen Vorganger hat).

5) Induktionsprinzip: Sei A C N mit

(i) 1 € A,
(il)ne A=n' € A.
Dann ist A = N.




ver-
enau

Prinzip vollstandige Induktion

Seien ng € N und A(n) eine Aussageform fiir jedes n € N mit n > ny. Wenn die
beiden Aussagen

1) A(no) ist wahr,
2) firalle k e N, k>no: A(k) ist wahr = A(k + 1) ist wahr

gelten, dann ist die Aussage A(n) fiir alle n € N mit n > ny wahr.

Gi
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Ganze Zahlen

Problem: n + x = m ist nur losbar, falls m > nl!

Losung: Fuhre
Z={0,+1, -1, +2, =2, +3, -3, ...}

ein. Dann hat n + x = m fur beliebige m,n € Z eine Losung x € Z.

Also: Z abgeschlossen gegenuiber Addition, Subtraktion und Multiplikation

11.



1 Q!

)ezimalbruch}

Rationale Zahlen

Problem: n - 2 = m ist nur losbar in Z, falls n Teiler von m!

Losung: Fuhre

a

Q={qlq= , a,beZ, b#0, a,b teilerfremd}

ein. Dann hat n-x =m in Q die Losung z = ™ mit m,n € Z.

Bemerkungen:

e "a,bteilerfremd” = Briiche, die nur durch Erweitern oder Kiirzen auseinander
hervorgehen, sind keine eigenstandigen Elemente in Q

e Grundlage dafur: Primfaktorenzerlegung von Zahler und Nenner. Es wird
solange " gekiirzt”, bis in Zahler und Nenner nur noch unterschiedliche Primzahlen
vorhanden sind oder, was dasselbe ist, gg7'(a,b) = 1

12.



Bemerkungen:

e "a,bteil
hervorge

Reelle Zahlen e Grundla,

solange’
vorhand:

Problem: x - x = 2 ist nicht |losbar in Q!

Losung: Fuhre
R = {x | = ist unendlicher Dezimalbruch}

ein.

Bemerkungen:

e Problematisch: Aufschreiben solcher nichtperiodischer Dezimalbriiche. Man
kann nur Naherungen angeben, z.B.

1,41; 1,414; 1,4142; 1,41421 ...

fir z = /2

e Beim Rechnen mit diesen nichtperiodischen Dezimalbriichen muss man sich
im Allg. auch auf Naherungswerte in Form endlicher Dezimalbriiche stiitzen

13.



Komplexe Zahlen
|dee: Fuhre Zahlenraum ein, der v/—1 enthalt.

Definition:

1. Komplexe Zahl 2 € C: z:=a+b-i, a,beR, i = —1.
a heiBt Realteil von z: a =: Rez,
b heiBt Imaginarteil von z: b =: Imz

2. Gleichheit: Fir z; = ay + b17 € C und 29 = ag + bai € C gelte:
Z1 =29 & a1 =as Aby =bs.
Insbesondere z =a+bi=0fallsa=0Ab=0.
3. Konjugiert komplexe Zahl z: zu z =a + bi ist Z = a — bi.

4. Betrag |z|: zu z = a + bi ist |z| = Va? + b2.

Bemerkung: RC C-dennR={z¢€ C: Imz =0}

14.



Funktionen

Umkehrfunktion
Definition
Reelle Funktion einer Verdnderlichen

Outon 550 8

e 1+ 4+ B ikt Fushton

B T T T DY E Ty pe——
ripan .
+ Ut o e € 8 g i € A gt
Vb rewtearige Farkicn crer Verasdert e Schrebe A
Awo exitert 118 Amit
1) 2, by S

1% hathe Unrtvfimition (oder Unbabeatbiaung oder mearn Funboon)

Vet

.55 o et ecekcen 1o (o S v s 1) o

oD D) € R N Oosatench o Pt |
W R Dk = 1)) el Wt e .

Elementare Funktionen

Elementare Funktionen:

Funktionen, die sich in einer geschiossenen analytischen
ks Verknupfung der Grundfunitionsn darstellen

B et e e

nen i et

b oo e 1, (b 1) imnn do Peosens

Periodische Funktion

Verkettete Funktionen

Seen [ A+ B und g€ — D it BT
A durch / das Element f(2) € 1 zegeoadne. und
S(x) durch g das Element g1 (1)) € D zegeondnes.
D Nacheimanderaunfihren von £ und g lisfrt
h=gafid-D.

= 9 f heibt zusammengesetzte oder verbettete Funktion.

Supremum/Infimum
56 /:D R Funktion

& Sa 1 noch co bchrankt. Din eisst cbars Schravkn vom / b
Suremam von /. sup, S (2)

& Se: J ach st buacheirit e grabtn s Schvanie v f heidt
it von - infecp (2]

1 watierss s e nf | i

Monotone Funktion

S £:D R = (2] Funktion, | ¢ D oteral,

S6i J 2 D+ R Fonktion. f heift peviodich, fas a > 0 evistert, 50 dass fr ae
TED wch 40 D.und

Sl +a) = fla).
Poriods von [ Die Weinste Periode von /. 0 = mis(0] heit primiive

o 1 heit mavoton stegend fats fir 5.5 € 1 pit
2<y > )< fly)

o Fall sogae gt x <y = [[2) < S(p). 50 Ml | strong manotao stegend

© Umgeiehr heife £ manoton faend falls fir 1.y € 1 git
2 = fl2)2 f).

o Fall sogar gt x <y <> () > S(y). 0 Mt | streng monoton falend

Gerade/ungerade Funktion
S8 DB, 5= 11s) Forktisn. D smenra besighh £ < 1
o 1 Vit gade, Tl i s € D 5k
)= fi-n)
o 1 bt g, s 1 € D g
0) = =t

15.



Definition
Reelle Funktion einer Verdnderlichen

Definition: Sei D C R.
f:D—>R

heiBt reellwertige Funktion einer Veranderlichen. Schreibe
y = f(z)
mit z € D der unabhangigen Veranderlichen und y (dem Bild von x unter f) der
abhangigen Veranderlichen.
e D = D(f) C R heiBt Definitionsbereich der Funktion f.
e W={yeR:3x €D mity= f(z)} heiBt Wertebereich von f.

Sei

16.



der

Umkehrfunktion

Sei f: A — B bijektive Funktion.

e Jedem x € A ist genau ein y = f(z) € B zugeordnet.

e Umgekehrt ist jedem y € B genau ein x € A zugeordnet.

Also existiert f~!: B — A mit

f_l(y) =z, falls y = f(x).

f~1 heiBt Umkehrfunktion (oder Umkehrabbildung oder inverse Funktion).

Seien f
Dann ist

f(x) du
Das Nac

17.



Verkettete Funktionen

Seien f:A— Bundg:C — D mit BCC.
Funktion). Dann ist zu = € A durch f das Element f(z) € B zugeordnet, und

f(x) durch g das Element g(f(z)) € D zugeordnet.
Das Nacheinanderausfiihren von f und g liefert

h=gof:A— D.

h = g o f heiBt zusammengesetzte oder verkettete Funktion.

18.



Supremum/Infimum

Sei f : D — R Funktion.

e Sei f nach oben beschrankt. Die kleinste obere Schranke von f heiBt
Supremum von f: sup,p f(z).

e Sei f nach unten beschrankt. Die groBte untere Schranke von f heiBt
Infimum von f: inf,cp f(x).

Unter den Bedingungen an f existieren sup f und inf f in R und sind eindeutig!

19.



Monotone Funktion

Sei f: D — R, y= f(x) Funktion, I C D Intervall.

e f heiBt monoton steigend falls fur x,y € I gilt:
z<y = [f(z) < fy).

e Falls sogar gilt x <y = f(x) < f(y), so heiBt f streng monoton steigend.

e Umgekehrt heiBt f monoton fallend falls fur x,y € I gilt:
z<y = f(z) = f(y).

e Falls sogar gilt x <y = f(x) > f(y), so heiBt f streng monoton fallend.

20.



Gerade/ungerade Funktion

Sei f: D — R, y= f(z) Funktion, D symmetrisch beziiglich x = 0.

e f heiBt gerade, falls fur alle x € D gilt:
f(x) = f(—=).
e [ heiBt ungerade, falls fur alle x € D gilt:

f(@) = —f(—x).

21.



Periodische Funktion

Sei f : D — R Funktion. f heiBt periodisch, falls o > 0 existiert, so dass fiir alle
z €D auchx+a €D, und

fla+a) = f(a).

« heiBt Periode von f. Die kleinste Periode von f, apin = min{a} heiBt primitive
Periode.

22.



Elementare Funktionen

Elementare Funktionen:

Funktionen, die sich in einer geschlossenen analytischen
Formel als Verknupfung der Grundfunktionen darstellen
lassen, heiBen elementare Funktionen.

Polynome (ganz rationale Funktionen):
n
f(a:):y:Zakxk, an#oa a’k7$€R7n€N;
k=0

n heiBt Grad, ax, k=1,...,n (k =1 :n) Koeffizienten des Polynoms.

23.



Grenzwerte
und Stetigkeit

Umgebung/Haufungspunkt

Definition: Sei J : & —+ & cine Funktion, s6i o € K und 0 < ¢ € R
© Die Menge Us(zo) = (x € R : |z — o] < ) heiBt §-Umgebung von zg

 Entsprechend ist U (I n.)l {f(x) €R:|f(2) - flza) < ¢} eine

Umgebung von

© D C R heifit offene Menge in R, wenn zu jedem x € D ein & > 0 gefunden
werden kann, 5o dass Uj(x) ¢ D.

oz & R heit Randpunkt, falls = nicht innerer Punkt und es gilt: In jeder
Umgebung U/y(x) gibt es mindestens ein 7 € D und e & ¢ D.

o a heibi Hiufungspunkt von D, wenn in jeder §-Umgebung Us(a) mindestens
€inz f a7 € D, exstiert

Nulistellen-/Zwischenwertsatz

Satz: Sei [ : [a,b] — F stetig und haben
fla) und f(b) unterschiedliche Vorzeichen (d.h. f(a) - f(b) < 0).
Dann besitzt f in |a, b mindestens eine Nullstelle.

Satz: Sei / : [a,1] - R stetig und [(a) < § < J()
Dann existiert mindestens ein ¥, a < & < b mit
Jiz)=

Also, nimmt eine stetige Funktion f jeden Wert
zwischen f(a) und f(b) an.

Grenzwert

Definition: Sei f : D — R eine Funktion, séi a € D ein Haufungspunkt in D.
Ein Wert g & R heifit Grenzwert der Funktion | an der Stelle a, wenn zu jedem
<> 0 ein § > 0 wxistiort, 5o dass fr alle 7 € [ mit |z — a| < 8, 7 # , git-

\f(z) -

1o f(7) bezeichnet

gl<e

Der Grenzwert wird mi

Bemerkung

 a muss nicht Element des Definitionsbereichs der Funktion sein

Stetigkeit
Definition
1. Eine Funktion f : ) — R ist linksseitig stetig im Punkt 2o € D, wenn
Jim f(x) = Sz,

2. Eine Funktion [ : D -+ R ist rechissetig stetig im Punkt 2o € D, wen

Jin f(=) = fz0)-

3. Eine Funktion  : D~ R st stetig im Punkt x, € D, wenn

Jim fiz) = Jgn f() = Jim fix) = fzo)

Definition: S 1) C R offens Telmeegn. Ena Furition £+ D — R bt 3of
stetg. ween fur all o € D git

S fiz) = f(za).

Unstetigkeitsstellen

Bemerkung

@ Falls lim, =0, f(z) und lim, ., f(x) bede existioren, aber verschieden sind
(Sprungstelie). so ist 2, eine Unstetighsitsstell erster At

‘o Falls mindestens einer der beiden einseitigen Limite lim,.»,, f(x) und lim ., f(x)
ert oder umeigentlich it, 0 ist 1, eine Unstetighetsstelle zweiter

At

o Von einer oszillatorischen Unstetigheit in x5 = O spricht man beispielsweise

bei der Funktion () = sin |
Bemerkung: Git an x, € D
S(x) =

P i

soist J in 2o unstetig. Aber die Funktion

Sy {

ist setig. 2y heift hebbare Unstetigheisstete.

g= lim f(z), aber f(xy) # 9

fe) Bl fn

24.



Umgebung/Haufungspunkt

Definitiol
Definition: Sei f : R — R eine Funktion, sei zo € R und 0 < §,¢ € R. Ein E)Ne.rt
e > U en
e Die Menge Us(zg) = {z € R: |z — x¢| < 6} heiBt 6-Umgebung von xy.
e Entsprechend ist Uc(f(z0)) = {f(z) € R:|f(x) — f(zo) < €} eine
e-Umgebung von f(zo). Der Grenz
e D C R heiBt offene Menge in R, wenn zu jedem = € D ein § > 0 gefunden
werden kann, so dass Us(z) C D. Bemerkul
e z € R heiBt Randpunkt, falls z nicht innerer Punkt und es gilt: In jeder e am
Umgebung Us(z) gibt es mindestens ein Z € D und ein Z ¢ D. e gm

e a heiBt Haufungspunkt von D, wenn in jeder 6-Umgebung Us(a) mindestens
ein x # a, x € D, existiert.

25.



Grenzwert

Definition: Sei f: D — R eine Funktion, sei a € D ein Haufungspunkt in D.
Ein Wert g € R heiBt Grenzwert der Funktion f an der Stelle a, wenn zu jedem
e > 0 ein § > 0 existiert, so dass fiir alle z € D mit |z — a| <, = # a, gilt:

n Io.
[f(z) —g]l <e.

Der Grenzwert wird mit g = lim,_,, f(z) bezeichnet.
gefunden

Bemerkung:

In jeder e a muss nicht Element des Definitionsbereichs der Funktion sein.
e g muss nicht Element des Wertebereichs der Funktion sein.

1indestens

26.
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Stetigkeit

Definition:

1. Eine Funktion f: D — R ist linksseitig stetig im Punkt zo € D, wenn

Jm f(x) = f(zo).

2. Eine Funktion f : D — R ist rechtsseitig stetig im Punkt o € D, wenn

wli\rgo f(z) = f(zo).

3. Eine Funktion f : D — R ist stetig im Punkt ¢y € D, wenn

lim f(z) = lim f(z)= lim f(z)= f(zo)-

T\(To x xo T—To

Definition: Sei D C R offene Teilmenge. Eine Funktion f : D — R heiBt auf D
stetig, wenn fur alle zg € D gilt

lim f(z) = f(2o).

T—TQ

27.



Unstetigkeitsstellen

Bemerkung:

e Falls limg »;, f(z) und lim,\ 4, f(x) beide existieren, aber verschieden sind
(Sprungstelle), so ist z( eine Unstetigkeitsstelle erster Art.

e Falls mindestens einer der beiden einseitigen Limite lim, »,, f(x) und limg~ 4, f(z)
nicht existiert oder umeigentlich ist, so ist zy eine Unstetigkeitsstelle zweiter

Art.

e Von einer oszillatorischen Unstetigkeit in xog = 0 spricht man beispielsweise
bei der Funktion f(z) = sin 1

T

Bemerkung: Gilt an z¢g € D

Jim flx)=g= Jim f(x), aber f(z0) # g

so ist f in zo unstetig. Aber die Funktion

i n | flz), falls x # x
Fi(z) = { g, falls x = zg, "

ist stetig. zo heiBt hebbare Unstetigkeitsstelle.

28.



Nullstellen-/Zwischenwertsatz

Satz: Sei f : [a,b] — R stetig und haben
f(a) und f(b) unterschiedliche Vorzeichen (d.h. f(a) - f(b) < 0).
Dann besitzt f in |a,b] mindestens eine Nullstelle.

Satz: Sei f : [a,b] — R stetig und f(a) < g < f(b).
Dann existiert mindestens ein Z, a < T < b mit

f(z)=9.

Also, nimmt eine stetige Funktion f jeden Wert y
zwischen f(a) und f(b) an.

29.



Differenzierbarkeit

Differenzierbarkeit

. . . Stetigkeit und Differenzierbarkeit
Definition: Sei f : 1 — R Funktion, I Intervall, Fir zo,r € 1 ist

der Differenzenquotient definiert durch:
A - . . . .
A—’; = %ﬁ""’ = # . Satz: Sei f: D — R Funktion in zy differenzierbar.
3 X Dann ist f an der Stelle g auch stetig.
Definition: Sei < 1 — R Funktion, I Intervall
J heiBt differenzierbar in zy € I, wenn der Grenzwert

. ) e
Ji LI g St S0 Sen) Bemerkung: Die Umkehrung gilt nicht!
edstiert, Gegenbeispiel: f(z) = |z| in zp = 0.

Bezeichnungen: Der Grenzwert wird mit

bezeichnet und Ableitung oder Differentialquotient von f in xo genannt

Differentiationsregeln
Satz von Bernoulli-L'Hospital

Summe. Produkt, Quotiont: Seen / ued o differenziertixs Funktionan. Dann
sitt:

Satz (Beroulli-L Hospital) UADET ST

Seien I =]a. 0] offemes Intervall, 7 € a.b] mit [/{xy) Umgebung von . e

£.0: 1 — R seien zwei Funktionen, differenierbar fir ate xo € Ulro) 111 oo/ me-fLmtceR:
(moglicherweise mit Ausnshme von 1 selbst). Sei weiter o (fo)' = f'a+ fo' (Produktrege):

lim  fle)= lim _ glr)= {05, ~co}. o (1) = Ll il g # 0 (Quotientenregsl)

P pu-
Es goite o/(x) # 0 fie s € Ulxg) N1, 2 # 20,

Kettenregel: Seien f und g differenzierbare Funktionen. Dann gilt
Wenn

S g o) fostal) = (Sl = [ae)) - o'5)

srvset g()

. dan Unkebfumtion: s 5 = () bisktiv und ferenzebr mit /(5) # 0. 50 gt
it auch
Liz) =

)
() G b ()=

tw LT . 7

bkt o)~ emner Flx) g

PR
U

Héhere Ableitungen

Bemerkung: 56 £71) - D+ B dfferenzierbi, s0 defineren wi resussiv
S 2) = (V)

die n-te Ableitung von /.

a/Null

30.



Differenzierbarkeit

Definition: Sei f: I — R Funktion, I Intervall. Fir zg,z € I ist
der Differenzenquotient definiert durch:

Ay f(x) = f(xo)

Az T — T

x # xo.

Definition: Sei f : I — R Funktion, I Intervall.
f heiBt differenzierbar in z¢g € I, wenn der Grenzwert

f(z) — f(=o) i f(wo + Az) — f(z0)

lim , bzw. i
T—xT0 xr — g Ax—0 Az

existiert.

Bezeichnungen: Der Grenzwert wird mit

df

d
f'(zo), oder —f(ro) oder —|z=z,
dx dz

bezeichnet und Ableitung oder Differentialquotient von f in zg genannt.
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Stetigkeit und Differenzierbarkeit

Satz: Sei f : D — R Funktion in xq differenzierbar.
Dann ist f an der Stelle xg auch stetig.

Bemerkung: Die Umkehrung gilt nicht!
Gegenbeispiel: f(z) = |z| in zg = 0.

32.



Differentiationsregeln

Summe, Produkt, Quotient: Seien f und g differenzierbare Funktionen. Dann
gilt:

o (f+9)=1+4"
o (c-f) =c-f, mitceR,;
e (fg) = f'g+ fg’ (Produktregel);

i (5)’ = flgg;zfgl, falls g # 0 (Quotientenregel).

Kettenregel: Seien f und g differenzierbare Funktionen. Dann gilt:
(fog(@) = (f(9(x))) = f(9(z)) - g'(z)

Umkehrfunktion: Ist y = f(z) bijektiv und differenzierbar mit f’(x) # 0, so gilt:

1

(f (@) = bzw. (f7) @) = Fiy
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Hohere Ableitungen

Bemerkung: Sei f("~1 : D — R differenzierbar, so definieren wir rekursiv

f™ (@) = (F" V()

die n-te Ableitung von f.
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Satz von Bernoulli-L'Hospital

Satz (Bernoulli-L'Hospital)
Seien I =|a, b offenes Intervall, zy € [a,b] mit U(zp) Umgebung von .
fig : I — R seien zwei Funktionen, differenzierbar fiir alle zop € U(zo) NI
(moglicherweise mit Ausnahme von xg selbst). Sei weiter
lim f(z)= lim g(x)={0,00,—00}.

r—xg,rEl r—xgo,x€l
Es gelte ¢'(z) # 0 fir x € U(zo) NI, x # xo.
Wenn .
lim f'(z)

rz—xo,xEl g’(x)

€ RU{—o0,00}
gilt (d.h. der Grenzwert im eigentlichen oder uneigentlichen Sinn existiert), dann

gilt auch
lim /(@) = lim ')

r—xo,xEl g(x) o r—x,xEl g/(.’,v) )
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wmg: Sei f"1 2 D~ R dfferensierbar, so definieren wir rekursiv
1Wz) = (f0 D)y

Ablestung von J.

Extrema/Nullstellen

dirolhi ik

-
7 ae
Lokale) Extrema . - ”
( ) Bedingungen fiir Extrema
Definition: Die Funktion f : I — R besitzt im Intervall [ in xy ein lokales Maximum
" . falls es eine «-Umgebung U/, (xg) gibt, in der gilt

flzo)z < f(z) ¥zeInUx).

o

TR T T r e ——
[y

o) it also grobter Funktionswert in der -Umgebung s
® o heiBt Maximalstele (1 ) — .‘..:...‘... e
 Die Zahl f(xo) heit lokales Maximum ( ) [P D ——
o st sogar f(ro) > f(x) (bzw, ). 50 heibt iy echte lokale e e
Maximalstelle und f (o) echtes lokales Maximum PR P——"

 Statt lokal sagt man auch reativ.

Newton-iteration Satz von Rolle/Mittelwertsatz

Satz: (Newton Vsonren) Satz (Rolle): Sei f : [a,b] — R stetig und auf Ja, b| differenzierbar.

st ainem ntarval 13 [z = 50 + 7] (1> O) defsirte,
2wl stecig ffcenzistore Fusktion mit £'(2) 4 0 fir ale z € 1. Weltethi

Falls f(a) = f(b) existiert mindestens ein xy €Ja, b| mit

S x wewere
8 <k wares

flxo)=0.
i
)| < - Satz: Sei f : [a,5] —+ R stetig und auf Ja, b differenzierbar.
——— Dann existiert mindestens ein zq €a, b] mit Polynomdarstellung mit einer
o1 =1 -1 (n=0,12
8 e e €. b P Flan = 1O=1@),
B “ Satz: Jedes Polynom p(x) lisst sich fiir
palz) = ag+ay(z — a0
) . . =Y ale-x
Fixpunktiteration k=0n
Satz: (Bannachscher Fixpunktsatz in R) Es gilt (k=0:n):
S+ e Frbion i i e, W e sy < 1 o

a =
1Sz} = flv)l < Kz~ wl

mit ciner von 2,y unabhingigen Konstanten D < K < 1. Dann hat f genau

cinen Fixpunkt £ € § und die durch 2, ~ f(z,) defnierte herationsfolge (z,)

Vomvergiert i jeden befebigen Anfangapunit 73 & I gegen desen Foxpunkt

Bemerkung: Jede Gleichung 0 kann durch Einfuhrung von

36.



(Lokale) Extrema

Definition: Die Funktion f : I — R besitzt im Intervall I in z( ein lokales Maximum
, falls es eine e-Umgebung U,(xq) gibt, in der gilt

f(@o)=(= ) f(z) Vo elInUec(zo)
f(zg) ist also groBter (k! Funktionswert in der e-Umgebung.

xo heiBt Maximalstelle (Minimalstelle).

Die Zahl f(xo) heiBt lokales Maximum (\ )-

Ist sogar f(zo) > f(z) (bzw. ), so heiBt zy echte lokale
Maximalstelle t und f(xo) echtes lokales Maximum (VIini

Statt lokal sagt man auch relativ.

Fi
di
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Notwendige/hinreichende
Bedingungen fiir Extrema

Satz: (Notwendige Bedingung fiir lokale Extrema) Satz: (Hinreichende Bedingung fiir lokale Extrema)

Fiir jede lokale Extremalstelle z einer auf I Sei f: D — R auf einer Umgebung von z, zweimal stetig differenzierbar. Wenn
differenzierbaren Funktion f: I — R gilt fir f an der Stelle zg
a) f'(xo) =0, oder f(zo)=0 und f"(z0) >0

b) o ist Randpunkt von I. gilt, dann hat f an der Stelle zg ein lokales Minimum. Gilt

f'(w) =0 und  f"(z0) <0,
so hat f dort ein lokales Maximum.
Ist f in einer Umgebung von z( dreimal stetig differenzierbar und gilt
f'(@o) = f"(w0) =0 und  f®(zo) #0,

dann ist in ¢ ein lokaler Wendepunkt gegeben.
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Satz von Rolle/Mittelwertsatz
Satz (Rolle): Sei f : [a,b] — R stetig und auf |a, b differenzierbar.

Falls f(a) = f(b) existiert mindestens ein xy €]a, b[ mit
f’(CU()) = 0.
Satz: Sei f : [a,b] — R stetig und auf ]a, b[ differenzierbar.

Dann existiert mindestens ein zy €|a, b| mit
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Newton-iteration

Satz: (Newton-Verfahren)

Sei f : I — R eine auf einem Intervall I D [zg — 7,29 + 7] (r > 0) definierte,
zweimal stetig differenzierbare Funktion mit f’(x) # 0 fir alle z € I. Weiterhin
existiecre K e R, 0 < K <1 mit

% <K firalezel
und f( )
To
e <(1-K)r.

Dann hat f genau eine Nullstelle Z in I und die Newton-Folge konvergiert quadratisch
gegen T, d.h. es gilt

|Tni1 — 2| < C(zn —2)? (n=0,1,2,...)
mit einer Konstanten C' € R. AuBerdem gilt die Fehlerabschatzung

|f (zn)
M

|z, — | < mit 0 < M = min |f’(z)|.
zel
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Fixpunktiteration

Satz: (Bannachscher Fixpunktsatz in R)

Sei f : I — I eine Funktion die I C R in sich abbildet. Weiter gelte fiir alle z,y € I

|f(z) — f(y)| < K|z -y

mit einer von x,y unabhangigen Konstanten 0 < K < 1. Dann hat f genau
einen Fixpunkt Z € I und die durch z, 11 = f(z,) definierte Iterationsfolge (zy,)
konvergiert fir jeden beliebigen Anfangspunkt xy € I gegen diesen Fixpunkt.

Bemerkung: Jede Gleichung g(x) = 0 kann durch Einfiihrung von

f(z) :=g(z) +=x

als Fixpunktgleichung x = f(x) formuliert werden.
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Kurve: D

o Ko i )
At TR R —

H

Taylor-Entwicklung

n Rolle/Mittelwertsatz
a,] - R stetig und auf Ja, b| differenzierbar.
stiert mindestens ein zg €]a, b mit
F(zo) = 0.
+ IR stetig und auf Ja, ] differenzierbar.

sstens ein g €]a, bl mit Pol, i llung mit einer ickl Il Taylor-Polynom

b)—
f(wo) = X 1),, ﬁ(n)' Definition:
Satz: Jedes Polynom p,,(x) lasst sich fiir beliebiges x( € R darstellen:

e Das Polynom
Pal@) = ag +ar(z — 20} + - + anlz — 2)"

— FARIED) k
= Y e -0t Tu(@) = Z W @—=o)
k= k=0:n
Es gilt (k= 0:n): heiBt Taylor-Polynom n-ten Grades fiir die Funktion f.
_ () o 1 heiBt dann die Entwicklungsstelle.
K

o Die Kurven y = T),(z) heiBen Schmiegeparabeln an die
Kurve y = f(z) in der Umgebung von = = zq.

Satz von Taylor

Satz: Sei f: I — R auf dem Intervall I (n + 1)-mal differenzierbar.
Sei weiter 2 € I fest.

Dann gibt es fiir alle z € 7 und zu jedem p € {1,2,...,n+ 1}
mindestens ein & zwischen x und xp, so dass

(k)
@ =3 g )
k=0:in N

Ru(x) =

I(n,:!‘;(f) (& - zo)P(z — )17,

Die erste Formel heiBt Taylor-Formel mit dem Restglied I, (z)
in der Schimilch-Form.
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Polynomdarstellung mit einer Entwicklungsstelle

Satz: Jedes Polynom p,(x) lasst sich fiir beliebiges x¢ € R darstellen:

pn(.’E) = ag + a,l(x — :1;0) 4+ ... +an($ . xo)n

= Z ap(x — x0)".

k=0:n

Es gilt (k=0:n):
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Taylor-Polynom

Definition:

e Das Polynom

(B) (0
Tn(x) :== Z S )(x—iﬂo)k7

k!
k=0:n

heiBt Taylor-Polynom n-ten Grades fur die Funktion f.
e x( heiBt dann die Entwicklungsstelle.

e Die Kurven y = T),(z) heiBen Schmiegeparabeln an die
Kurve y = f(x) in der Umgebung von x = xy.
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Satz von Taylor

Satz: Sei f: I — R auf dem Intervall I (n + 1)-mal differenzierbar.
Sei weiter xg € I fest.

Dann gibt es fiir alle z € I und zu jedem p € {1,2,...,n+ 1}
mindestens ein & zwischen x und x(, so dass

(k)
1@ = 3 e )+ R
mit
_fegg)
nlp

Die erste Formel heiBt Taylor-Formel mit dem Restglied R,, ()
in der Schlomilch-Form.

R (z) (& — mo)P(z — )" 7.
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in

-Polynom

(k)
@= 3 By,

k=0in
1-ten Grades fiir die Funktion f.

vicklungsstelle.

heiBen Schmiegeparabeln an die
Umgebung von = = z¢.

Kurve: Definition

Defbion: (Kurve im 87)
S < b [ © R s abprsctbenes Vool Jode AbMng

wiebia x= (3]

Kurven

21 Danteung de Karvmparhen un dom K7 s Spatoenehicers e

(@)

-1:
o K, e Enfpr v K1 (1 2 1) et bt i

Tangente, Normale, Bogendifferential

Definition.
o (1) = (£{¢). ()" heiBt Tangentenvektor,
o nft) = (~§{¢), #(t)) heibt Normalenvektor,

der Kurve x(t) im Punkt (x(t), y(t)) |

Bogentinge: (Bogendifferential)
ds == /(1) + P (0)dt.

heiBt. Differential der Bogenlinge (oder Bogenelement), wobei df das Differential
der unabhingigen Variablen ¢ ist.

Kriimmung

Definition (Mathematisch Formal):

Die Kriimmung einer regularen Kurve x(t) = (2(t),(t))", t & [a,b] mit zweimal
stetig diff'baren Funktionen .y : [a, b] — K betrigt im Punkt P(t) = (x(t),y(t))™

() = lim 20 = do _ FOIt) — §Oi()
Asso As  ds @O+

Falls die Kurve als Graph der zweimal stetig differenzierbaren Funktion f : [a,b] — R
mit x(t) = (t, f(t))” gegeben ist, ergibt sich

o L0
V(0?3

R= l'él heiBt Kriimmungsradius.

Satz: (Erster Hauptsatz der Differential und Integralr
st f 1+ R auf dem Intenvall I stetig. dann ist die F

re= [ o

mit .0 € I eine Stammfunktion von f

Satz: (Zweiter Hauptsatz der Differential- und Inte
Ist F Stammfunktion einer stetigen Funktion f : I
Dann gt fur beliebige a,b < [

f/(v; dt = F(b) - Fla) =
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Kurve: Definition

Definition: (Kurve im R?)
Sei G C R? und [a,b] C R ein abgeschlossenes Intervall. Jede Abbildung

x:la,b > G, x= (“”‘)

T2

mit stetig differenzierbaren Funktionen z : [a,b] — R und 25 : [a,b] — R heiBt
Kurvenstiick in G mit

o Anfangspunkt x(a) = (z1(a), z2(a))T,
o Endpunkt x(b) = (z1(b), z2(b)) T,
e Spur {x(t)|la <t < b}.

Zur Darstellung der Kurvenpunkte aus dem R? werden Spaltenvektoren verwendet:

(2) = (z1,22) 7.

Ein Kurvenstiick heiBt reguldr, wenn fiir alle ¢ € [a, b] gilt:

(24(1))? + (zh(t))* > 0.

Eine Parameterdarstellung des Kurvenstiicks mit dem Parameter ¢ ist gegeben durch

.’El(t)>

x(t) = .

o= (20

Durch wachsende Werte des Parameters ¢ ist fiir das Kurvenstiick eine Orientierung
gegeben.

Eine Aneinanderreihung von Kurvenstiicken K; (i = 1 : ), wobei der Anfangspunkt

von K; dem Endpunkt von K;_; (i = 2 : r) entspricht, heiBt Kurve.

Ist nur ein Kurvenstuick vorhanden, wird es oft auch als Kurve bezeichnet

Bog;

heiBt
der u
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Tangente, Normale, Bogendifferential

Definition:
e %(t) = (&(t),y(t)) " heiBt Tangentenvektor,
e n(t) = (—y(t),&(t)) " heiBt Normalenvektor,
der Kurve x(t) im Punkt (z(t),y(t))".

Bogenlinge: (Bogendifferential)

ds == \/22(t) + 92(t)dt.

heiBt Differential der Bogenlange (oder Bogenelement), wobei dt das Differential
der unabhangigen Variablen ¢ ist.
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Krimmung

Definition (Mathematisch Formal):
Die Kriimmung einer reguliren Kurve x(t) = (z(t),y(t))", t € [a,b] mit zweimal
stetig diff'baren Funktionen z, % : [a,b] — R betragt im Punkt P(t) = (z(t),y(t))"

a(t) = lim 2 o _ 300 — §(OF?)
As—0 As ds \/(x2(t) i 92(15))3 .

Falls die Kurve als Graph der zweimal stetig differenzierbaren Funktion f : [a,b] — R
mit x(¢) = (¢, f(t)) T gegeben ist, ergibt sich

(1)
NEIVAOIRE

k(t) =

R = ﬁ heiBt Krummungsradius.
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Integrale

Definition:
Sei f i 1 - R Funktion (I C R). Dann heibt cine differenzierbare Funktion
F: 1R mit der Eigenschaft

F=f

Stammfunktion von J. Ist F* Stammfunktion von f, 0 heibt der Ausdruck

/ f(z) dr = F(z) +C
mit €€ R einer Konstanten, unbestimmtes Integral der Funktion /.
o Die Konstante C heit Integrationskonstante.

 Das unbestimmte Integral von f ist die Gesamtheit aller Stammfunktionen
von /.

@ Die Funktion f heiBt Integrand.

Uneigentliches Integral
Definition: (Uneigentliches Integral)

Die Funktion / sei auf dem rechts offenen Intenall [0, . mit b & RU (oc} und
Jedem Interval [0, ¢ < b stickwese setig. Durch de Veseinbarungen:

W _/_‘/ma——'lm[mm
o [ steraree [ s

rmeitor wie den Intagralbegl suf
a) letagraedin f(x), dio bei x b unbeschrinkt sind,
b) unbeschrimkte Integraticosintendale [o. x|

Hauptsiétze

Integrationsregeln

Sate (Lirewitit den unbestimmien Integrah
Seien /.0 ¢ 1 -+ % Funktonen me Stammfurktonen und seien €103 € & Kon-
stante. D it

fiatiorsosmndema [ sirde s fotn) o

Satz (Substruicnsegs):
L AT a3 i it o
B AR et ey ek
L[St (=) de o [ fi6) d, it £ = g),
2 [ Jiz) de = J ()& 0) dr, it 2 = (1),
Bemerkung (Partelle Inegraton)
Aus der Preduktregel fir die Differentiation folgr:
e o bt i i o 11
S e
et [ 4,

[ o) e = oo - f sianite) as.
Riemann-integral

Definition (Riemannsches Integral]

Sei f  fa,b] - R beschran

)
ankte Funktion. Dann heit f Riemann-integrierbar, falls
Lol

Integral von £ iber (a,b]
genannt

1= [ J() da.
© @ heibit untere, b obere Integrationsgrenze,
 [a,b] heibt Integrationsintenvall,
© 2 heiBt Integrationsvariable,
® J(x) heibt Integrand

(Erster Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)
Ist f =1 = R auf dem Intervall  stetig, dann ist die Funktion F' gegeben durch

Fla)= /l S0 dt

mit £, € 1 eine Stammfunktion von /.

Satz: (Zweiter Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)
st F Stammfunktion einer stetigen Funktion J = 1 — R auf dem Intervall 1

Dann gt fir beliebige a.b & |

[ J(8) dt = F(b) - F(a) = F(x)[}.
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Unbestimmtes Integral/Stammfunktion

Definition:
Sei f : I — R Funktion (I C R). Dann heiBt eine differenzierbare Funktion

F : I — R mit der Eigenschaft
F'=f

Stammfunktion von f. Ist ' Stammfunktion von f, so heiBt der Ausdruck

/f(x) dx = F(x)+C

mit C' € R einer Konstanten, unbestimmtes Integral der Funktion f.
e Die Konstante C heiBt Integrationskonstante.

e Das unbestimmte Integral von f ist die Gesamtheit aller Stammfunktionen
von f.

e Die Funktion f heiBt Integrand.
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Integrationsregeln

Satz (Linearitat des unbestimmten Integrals):
Seien f,g : I — R Funktionen mit Stammfunktionen und seien ¢1,co € R Kon-

stante. Dann gilt

/(clf(:c) + cog(z)) dz = cl/f(x) dz + co /g(x) dz.

‘ion

Satz (Substitutionsregel):
Sei f stetige Funktion auf dem Intervall J und ¢ stetig differenzierbar auf dem
Intervall I. Es gelte ¢(I) C J und die Umkehrfunktion ¢! existiere. Dann gilt:

L [ f(6(@)¢/(z) do = [ f(t) dt, mit ¢ = o(a),
2. [ f(2) de= [ f($(©)¢/(t) dt, mit=o().

Bemerkung (Partielle Integration):
Aus der Produktregel fiir die Differentiation folgt:

nen Fiir zwei auf einem Intervall I stetig differenzierbare Funktionen f und g ist f - g
eine Stammfunktion von (f-g) = f'g+ fg’ und es gilt:

f@ate) = [ @(e) + 1@ @) da, baw.
[ £@g(@) do = f@)g(@) - [ 1@)g' @) do.
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Riemann-integral

Definition: (Riemannsches Integral)
Sei f : [a,b] — R beschrankte Funktion. Dann heiBt f Riemann-integrierbar, falls

Der gemeinsame Grenzwert wird bestimmtes Riemannsches Integral von f iiber [a, b]
genannt:

I:/abf(a:) da.

e a heiBt untere, b obere Integrationsgrenze,
e [a,b] heiBt Integrationsintervall,
e x heiBt Integrationsvariable,

e f(x) heiBt Integrand.
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Hauptsatze

Satz: (Erster Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)
Ist f: 1 — R auf dem Intervall I stetig, dann ist die Funktion F', gegeben durch

F(z) = / " r) dt

mit z,a € I eine Stammfunktion von f.

Satz: (Zweiter Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)
Ist ¥ Stammfunktion einer stetigen Funktion f : I — R auf dem Intervall 1.
Dann gilt fir beliebige a,b € I

b
| 16 dt=F®) - F@) = Fa)l.
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Uneigentliches Integral

Definition: (Uneigentliches Integral)
Die Funktion f sei auf dem rechts offenen Intervall [a,b], mit b € R U {oco} und
jedem Intervall [a, c], ¢ < b stlickweise stetig. Durch die Vereinbarungen:

) /abf(:c) dz = li}ré/acf(:c) do
b) /aoof(:v) dz := Cll,rf)lo/:f(x) dx

erweitern wir den Integralbegriff auf
a) Integranden f(x), die bei x /b unbeschrankt sind,

b) unbeschrankte Integrationsintervalle [a, co].
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Numerische
Integration

Trapezregel
Trapezregel:

Seia=ap <) <o <z, = b eine Untertelung des Intervalls [a, b und seien
W = f(x:), dann kann das Integral angenahert werden:

[roaay ratte oy
. &

Berechnungsidee:
Flicheninhalt jedes Abschnittes (Hobe x Breite):

wertw

2 ria - 1)

Simpsonregel

Idee:
Berechne das Integral des Interpolationspolynoms!

3 "
/’ (x) er:/ palx) de.

[ra———
Sy ) 1 = 0+, ) it 5, = i, wobes b = %% iqidtaste Seinsselen,
ngencmmen’

90 (e ol = [0, 8] 5= 2m 5 g

Do axitimn Tedirsavate (.ol (£ = 1,...om) 30 dows

[ .gm aeul

@ Bestimma i 3, = | e Worsepare (2,303 (21 ¥in) (2t
w P S P e Y )

« Dim Intgal im Tedirarvat (5313, 73] st dann grgebon dirch e
Kepsienche Pt

-~ .

J T e
« Mo km s st e oechet e ot o Simgaoe e
[roe = X[ pow

"
= 3l mad 42+ s ) 8+t
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Trapezregel

Trapezregel:
Seia =x9 < z1 < --+ < x, = b eine Unterteilung des Intervalls [a, b] und seien
yi = f(z;), dann kann das Integral angenahert werden:

b n . .
/; f(.’l?) dx ~ ; yz—lT'*‘yz(xz — xi—l)

f(x/

§

a=x b=x X
0 n
Berechnungsidee:

Flacheninhalt jedes Abschnittes (Hohe x Breite):

yi+1—+yi(

2 Ti+1 — wz)
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Simpsonregel
Idee:
Berechne das Integral des Interpolationspolynoms!

b b
/ f(z) dx%/ pn(x) dz.
Verallgemeinerung:

Sei (x4,9:) (i = 0,...,n) mit z; = a-+ih, wobei h = =% iquidistante Stiitzstellen,

also [zg, z,) = [a,b]. n = 2m sei gerade angenommen?1

o Dann existieren Teilintervalle [z2r—2, z2x] (kK =1,...,m) so dass
m
20, 2n] = | w262, @2k]-
k=1

o Bestimme fiir (w22, 22x] die Wertepaare (22k—2, y2k—2), (T2k—1, Y2k—1); (T2k, Yor),
und Berechne das Polynom pa(z) mit pa(zox—j;) = yor—; (4 =0,1,2).

e Das Integral im Teilintervall [z2r—2, z2] ist dann gegeben durch die
Kepplersche Fassregel:

T2k h
/ pa(x) do = g(y2k—2 + 4yor—1 + Yar)-

2k -2

e Nun kann das gesamte Integral berechnet werden mit der Simpson-Regel:
b m Tk
[t@ra =~ Y [ n@ i
a k=1 T2k —2

w3

[(yo + y2m) +2(y2 +ya+ -+ Y2m—2) + 4(¥1 +ys + - + Y2m—1)]
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Interpolation

Interpolationsproblem

Problemstellung; (Interpolationsproblem)
Sei dhe Wertetabelle
[ERNETA NN
mit Seitzstallen 1, und Werten yy gegeben (k = 0,1,....n)
i i di Funktion

Daan bestent
i xa] = R 20 finden, 5o doss

fr)=w. i=01,..n

L Tn

Lagrange-Interpolation

Satz: (Lagrange-Polynom)
Das Polynom pa () = 35 Ly (x)uy mit Koeffzientenpolynomen

o= [ 22
=gy N

erfilit das Interpolationsproblem. p. () heiBt Lagrange-Polynom
L(x) sind Produkte aus n Linearfaktoren und daher Polynome r-ten Grades.

Bemerkung:
€5 bt nur ein Polysom 5, vom Grad n das die Bedingumgen
alz) =

Firi = 0,....m erfill

Newton-Interpolation
Bemerkung: (Newton-Interpolation)

® Ansatz:
Pal) = b+ {x = o) by (2 = 20)(x = x0) 4= by (2= 20) - (2= 201)

» Bestimme b, 50 dass p,(#;) = v, orhalten gestaffeites Gleichungssystem

n
B+ by(x - 20)
B+ bz — 20) + balza — ro)(za — 71)

B 4 by = 20) + balea = o)z = 21) 4+ 4
balxn — 20)(zn = 71)... (20 ~ Za-1)
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Interpolationsproblem

Problemstellung: (Interpolationsproblem)
Sei die Wertetabelle

(mo,yo), (xl’yl), ) (xn’yn)a
mit Stiitzstellen xx und Werten y;, gegeben (kK =0,1,...,n).

Dann besteht das Interpolationsproblem darin, eine stetig differenzierbare Funktion
f i [xo,xn] = R zu finden, so dass

flxi)) =vi, i=0,1,...n.

Yo

60.
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Lagrange-interpolation

Satz: (Lagrange-Polynom)

Das Polynom p,,(z) ="

i—o Lj(z)y; mit Koeffizientenpolynomen

i

Lj(w)=.H_x

— T
1=0,1#] S
erfiillt das Interpolationsproblem. p,,(x) heiBt Lagrange-Polynom

L;(z) sind Produkte aus n Linearfaktoren und daher Polynome n-ten Grades.

Bemerkung:
Es gibt nur ein Polynom p,, vom Grad n das die Bedingungen

Pn(wz) =Y

furt=0,...,n erfullt.
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Newton-Interpolation

Bemerkung: (Newton-Interpolation)

e Ansatz:
pu(x) =bo+bi(x—x0)+bo(x—20)(x—21)+- -+ bp(x—20) - (T—2Xp—1)

e Bestimme b;, so dass p,(z;) = y;, erhalten gestaffeltes Gleichungssystem.

Yo = bo

g = bo + bl(Il — .’Eo)

ya = bo+bi(ze —xo) + ba2(z2 — ) (22 — 1)

Yn = b0+b1($n—$0)+62($n—xo)(a:n—:1;1)_|_..._|_

bn(zrn, — x0) (T, — 1) ... (T — Tp—1)
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er-Polynom

Funktionenfolgen

14+ %5 confn) -
und -reihen
n)
)
) Zahlenreihen Funktionenreihe
den gogebenen Stitzstellen, g:::'m.r u‘fnﬂ.’.&ﬁ'ﬁf"ﬂ"ﬁ’, L€ R. Addiere die Elemente nachenander auf Definition: (Funkticnenreihe)
und erhalte nee Zahlenfolge (x,): :i('h[” «cine Funktionenfolge auf [). Definiere eine neue Funktionenfolge (s.)

o= g, 81 =g 4 a1, 93 = ag 4 a1+ ag,

=Y mm012
&

() heiBt unendliche Reihe oder Reihe der Funktionen (fy).
Ju heiBen Glieder der Reihe und s, Teil- oder Partiaisummen

(su) hei unenliche Reihe (oder kurz Reihe), Schreibe auch
Gt tor e oder Yook
=

D Glieder o, der Zahlenfoige (a,) heien 2uch Glieder der Rene T3 q s s

Sin/Cos (als Reihe)

Cauchy-Kriterium
Definition: (Sinus und Cosinus) Sotz: (€. fir gechmatige
Auf ganz R sind folgende Reihen konvergent: E: u::: Yok M:fnzu”mm Funktionen fy. konvergiert auf D
= 2 o e St e N ot s > 2 0
@) = PGl Fr g oat .
(2k)! 246 z ~
= A <«
e SN
sinfx) = ge( 1) frrv

Die 5o erklarten Funktionen heiBen Sinus- und Cosinus Funktion.

Exponentialfunktion (als Reihe)

Definition: (Exponentialfunktion)
Die Funktion cxp : & — &

exp(:):zzi_—’;:l+.r°;—?+§—f+-”
k=0 .

heibt Exponentialfunktion.

Satz: (Additionstheorem)
Fiir die Funktion exp : & — I gilt das Additionstheorem:

exp(z) - exply) = exp( +y).
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Zahlenreihen

Definition: (Unendliche Reihe)
Betrachte Zahlenfolge ag,a1,as2,... € R. Addiere die Elemente nacheinander auf
und erhalte neue Zahlenfolge (s, ):

So =ap, S1 =ag +ay, S2 =ag+ai +aq,...

(spn) heiBt unendliche Reihe (oder kurz Reihe). Schreibe auch
ap+ay +ag +--- oder Zak.
k=0

Die Glieder a,, der Zahlenfolge (a,) heiBen auch Glieder der Reihe Yy, ax.
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Funktionenreihe

Definition: (Funktionenreihe)
Sei (fx) eine Funktionenfolge auf D. Definiere eine neue Funktionenfolge (s;)
durch:

n
Sn=Y fr, n=0,1,2,...
k=0

(sn) heiBt unendliche Reihe oder Reihe der Funktionen (f).
fi heiBen Glieder der Reihe und s,, Teil- oder Partialsummen.

Schreibe kurz

X X

Z,/}u oder Z,/';,:.r‘» mit x € D.

k=0 k=0
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Cauchy-Kriterium

Satz: (Cauchy-Kriterium fiir gleichmaBige Konvergenz von Funktionenreihen)
Eine Reihe Y ,_, fk mit auf D beschrankten Funktionen fj konvergiert auf D
genau dann gleichmaBig, wenn gilt:

Zu jedem € > 0 gibt es ng € N, so dass fir alle m > n > ng

m

>

k=n+1

< €.

o0
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Exponentialfunktion (als Reihe)

Definition: (Exponentialfunktion)
Die Funktion exp : R — R

Lk 22 3
k!

2 3!

heiBt Exponentialfunktion.

Satz: (Additionstheorem)
Fur die Funktion exp : R — R gilt das Additionstheorem:

exp(z) - exp(y) = exp(z +y).

67.
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Sin/Cos (als Reihe)

Definition: (Sinus und Cosinus)
Auf ganz R sind folgende Reihen konvergent:

o0 2k 2
cos(z) = D (-1) el T T et
k=0
o0 2k+1 3 5%
: _ kT _r_ r . r _
sin(e) = kz( Varsni 1 3 s
=0

Die so erklarten Funktionen heiBen Sinus- und Cosinus Funktion.
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ine dor Bezieungen

Fourier-Reihen

Fourier-Polynom
Frage: Lasst sich ein f(x) durch geeignete Wahl von a,, b, darstellen als
e = 2y "Z:(«u con(n) + by safnz))
= Jim [§+ i‘(o.. cos(r) + by sin{nz)) | 7

Berechnungsformel: (Fourier Analyse)

Unter der Voraussetzung. dass es eine Darstellung () = % + 370 (an cos(nz) +
bosin(nz)) gibt die gleichmdfig konvergiert, lassen sich die Fourier-Koeffizienten
. b berechnen durch die Fourier-Analyse:

an = %[1[(1)«»(":]11: n=0,12...,

I . _
by = ;L/(:)uu(u]w n=12...

Komplexe Schreibweise
Bemerkung: (Komplexe Schreibweise einer Fourier-Reihe)

Mit den folgenden Vereinbarungen und den Eulerschen Formeln:

© Qg = ag, by =0 und by = by fir n=0,1,2,....
o ay =5 firn€Z,
o cos(nz) = €4 und sin(nr) = £,

kann man eine Fourier-Reihe zu einer Funktion f(x) kompakt schreiben:

f@) = 3 ane™

Interpolierendes Fourier-Polynom

Satz; (Interpokierendes Fourier-Polynom)

Es seien k = 2n (n € N) Werte 30,01, 02,00 = th ciner 25-pesiodischen
Funktion an den Squidistant verteiten Stitzstellen 2o, 71, 23..... 2 = To + 27
gegeben. Das spezielle Fourier-Polynom vom Grad 1

T .
. a + con(ke) + B2 sinfksh] + %
sz =+ ,2,‘ [0 con(ier) + b sin(kr)] + %' cos(na)

mit Koeffizienten

(ot o1+ +ya)
27

3 twyeon(m®T)

:

2 g2
k;(u,»-lu{m ral

v e

dh. esgilt:

Polynom zu den

Gz =w, i=0.. ke

Zahlenreihen

Definition: (Unendiiche Reihe)
Betrachte Zohlenfolge ag,a1,0z,... € R. Addiere die Elemente nacheinander auf
und erhalte neve Zahlenfolge (5.

0= 00, 31 =g+ a1, 53541 +ay,

() heibit unendiiche Rehe (oder kurz Rehe). Schreibe auch

Die Glider a, der Zahlenfolge (a,) heien auch Glieder der Reihe T3 g0
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Fourier-Polynom

Frage: Lasst sich ein f(z) durch geeignete Wahl von a,, b,, darstellen als

do
flx) = 7 E_ an, cos(nz) + by, sin(nx))
N L - ?
= 'rr}l—I)Icl)o 5 + E_l(an cos(nx) + by, sin(nx)) | 7

Berechnungsformel: (Fourier Analyse)

Unter der Voraussetzung, dass es eine Darstellung f(z) = %+ ; (a, cos(nz) +
b, sin(nz)) gibt die gleichmaBig konvergiert, lassen sich die Fourier-Koeffizienten
an, b, berechnen durch die Fourier-Analyse:

a, = 1 f(z)cos(nz) de n=0,1,2,...,
T J_
1 [7 )

by = — f(z)sin(nz) de n=1,2,....
T

Beme!

Mit de
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Komplexe Schreibweise

Bemerkung: (Komplexe Schreibweise einer Fourier-Reihe)
Mit den folgenden Vereinbarungen und den Eulerschen Formeln:

® a_,:=ap, bp:=0undb_,, :=—-b, furn=0,1,2,...,

° :=%ﬁjrn€Z,
. eina:+e—inm . . einx_e—in:z:
e cos(nr) = “—5—— und sin(nz) = T
s(n) + . o . . .
fizienten kann man eine Fourier-Reihe zu einer Funktion f(z) kompakt schreiben:

f(z) = Z e

n=—oo
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Interpolierendes Fourier-Polynom

Satz: (Interpolierendes Fourier-Polynom)

Es seien £ = 2n (n € N) Werte yo,y1,¥2,...,Yx = Yo einer 2m-periodischen
Funktion an den aquidistant verteilten Stutzstellen xg,x1,Z2,..., 2 = xo + 27
gegeben. Das spezielle Fourier-Polynom vom Grad n

n—1 *

* a* * * s a’n
g (z) = ?O I; [ak cos(kx) + by sin(kz)] + —* cos(nz)
mit Koeffizienten
. 2
ap = E(y0+y1+"‘+yn)
k—1 .
. 2 Jj2m
Gm = 7 : (Y COS(mT
=1
k—1 .
2 2
b:n = E J:1(y‘7 sm(m%)

ist das eindeutig bestimmte interpolierende Polynom zu den gegebenen Stutzstellen,
d.h. es gilt:

gn(@j) =yj» J=0,...,k
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Anwendung

Spurenstoff-Ausbreitung B
Boispiole DT (vp) + V- (uVp) =0 L. "
o " Lésungs-Perspektiven

Schadstoff-Ausbreitung Vulkanasche-Ausbreitung Formalisierung

Algorithmus

Lagrange Transport
Lésung der Transportgleichung

Mee: 0 Gecr g

Lésung der Trajektoriengleichung

Problem: In der Gleichung

#=vix1)
tritt 1 auf beiden Seiten auf und it unbekannt
Eine Maglichkeit Fixpunktiteration!

Bemerkung Bessere A
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Spurenstoff-Ausbreitung
Beispiele

Atmospharische Schadstoffe Vulkan Asche

Ol-Unfélle
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Advections-Diffusions-Gleichung

d
3—f+V-(vp)+V-(qu)=0

Spurenstoff (ggfls. multi-Komponenten)
p:OxT —-R™ QcCR?

Gegebenes Windfeld
v:QxT —R?

Gegebener Diffusionskoeffizient
p:2xT—R
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Vereinfachung: 1D Advektion

Beispiel: lineare Advektion mit konstantem Wind
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Losungs-Perspektiven

x(g t)
(S
g / CAGRANGAN
4:0)
%\V'Eubg‘lvk\\)
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Formalisierung

e Position: = = x(t).
e Velocity: v = v(z,t).
Position kann berechnet werden durch Lésung von
dx

T =— =wv(x,t)

Mit Anfangsbedingung z(t = 0) = zg

78.



ng

Lagrange Transport

Die Gleichung (mit Quellterm):

d
o = s(x,t)
dt
it d -0 4 0  dx
mit 5 =2t oz at-
Bemerkung: Mit & = % und & = v(z,t) erhalten wir ’ / ‘Ti,-':"._ : A

&, Google earth

dp _ Op o
dt ~— Ot T 9z s(z,t).

Zusammenfassung: Es miissen also zwei gewohnliche Differentialgleichungen gelost
werden:

& =v(z,t), z(0) = o,
p = S(CL‘,t), p(ZIT,O) = Po(x)

Bemerkung: Haufig werden in realen Simulationen sehr viele Partikel verwendet!
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Beme

Lésung der Trajektoriengleichung

Problem: In der Gleichung
T = v(z,t)

tritt £ auf beiden Seiten auf und ist unbekannt.

Eine Moglichkeit Fixpunktiteration!

Bemerkung: Bessere Moglichkeiten lernt man in der
Vorlesung Differentialgleichungen nachstes Semester.
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Lésung der Transportgleichung

Idee: Die Gleichung
p = s(z,t)

hangt auf der rechten Seite nicht von p ab und daher kann man den Differentialop-
erator naherungsweise schreiben:

dp _ p(z(t+ At),t + At) — p(z(t),)
dt At

Bemerkung: Man nennt diese Methode finite Differenzen Methode.

LOS

Prol
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Algorithmus

Angewandt auf viele Punkte eines
Gitters ergibt das einen Algorithmus:
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Schadstoff-Ausbreitung

Cygnet Complex Fire

Yellvwstone Lake

(vp)+V - (uVp) =0



Vulkanasche-Ausbreitung

—— i : . e

June 15, 1991: 22,50

Dave Harlow, USGS, CVO Photo Archives

85.



Logik+Ungleichungen Fourier-Reihen

Zahlenrdume Funktionenfolgen

und -reihen

Funktic
u itzlcn Interpolation
= == Analysis Il
Grenzwerte
und Stetigkeit A nwendu ng Numerische

— Integration

Integrale

Taylor-Entwicklung
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