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Potenzreihen
Definition:
o0
a) Eine Funktionenreihe  f(z) = Zak(z — 2)"  mit
k=0

arp € C und z € C heifit (komplexe) Potenzreihe zum
Entwicklungspunkt z;, € C.

b) Gerechtfertigt durch den néchsten Satz wird mit

o
r = sup{ |z — 2o| fiir das Z ap(z — 2)* konvergiert }
k=0

der Konvergenzradius der Potenzreihe bezeichnet.

Es wird dabei 0 < r < oo zugelassen.

Satz: Konvergenz von Potenzreihen

Fiir die Potenzreihe f(2) = Y ap(z — 20)" mit dem Konver-

. . k:O
genzradius r gilt:

a) Fiir r = 0 konvergiert die Potenzreihe genau fiir z = 2.

b) Gilt 0 < p < r, dann konvergiert die Potenzreihe
innerhalb der Kreisscheibe |z — 2| < r absolut und auf

jeder Kreisscheibe |z — 29| < p absolut und gleichméBig.
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¢) Formel von Cauchy-Hadamard

1
T =
lim sup +/|ag|
k—o0

Dabei  bezeichnet — limsup 4/|ag| den  groBten

k—o00

Haufungspunkt der Folge {/|ag|.

d) Fiir |z — zg| > r divergiert die Potenzreihe.

Satz:

Formeln zur Berechnung des Konvergenzradius
© ]

Fiir die Potenzreihe f(z) = Z ar(z — )"
k=0

kann im Falle der Existenz der Grenzwerte der

Konvergenzradius folgendermafien berechnet werden:

. 1 . ay
r = lim oder r = lim |—
k—o0 [k ‘ak’ k—o00 | QL1
r = 0 und r = oo sind dabei zugelassen.
Bemerkung:
o
Im Falle einer reellen Potenzreihe g ar(z — zo)*  wird
k=0

|zg—7, 20+ 7| als offenes Konvergenzintervall bezeichnet.
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Aufgabe 21:

a) Fir folgende Potenzreihen bestimme man den Entwick-
lungspunkt und berechne den Konvergenzradius:

ﬁil) <x_%)” ) i ((é)Q x>2n .

n=0

(i)

n=0

Lo 2" " . 2"
O X (ma) ™ w

n=0

1
Entwicklungspunkt: xy = 5

Konvergenzradius:
: , o +2) 7
r = lim = lim —
n—00 | Uy41 n—00 7"(71 -+ 1)2n+1 2
00 9 2 2n 00 1 om 00
: = _ T 2n _ k
PE() ) EE) g

k
i k=2n
Koeflizienten: aj = (25) ’ N

Konvergenzradius:

1 25

1
r == k - : n n 4
hiisogp |ax| lim ° (2%) '

n—00
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b) Man bestimme den Konvergenzradius und

das Konvergenzintervall der folgenden Reihe
i " (az — 1) "
—n+ 1 2

und untersuche das Konvergenzverhalten in den Rand-

punkten des Konvergenzintervalls (mit Begriindung).

nf%nzfl(x_l) iwx—w”

=ap

Entwicklungspunkt: zg =1

Konvergenzradius:
, an T2 (n42) 2
r = lim = lim = -
n—00 | Ayt n—00 2”(’]2 + 1)7n+1 7

:

\]IQO

Man erhalt damit das offene Konvergenzintervall ] ;
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Bild 21:

Konvergenzuntersuchung in den Randpunkten:

9
Divergenz in r; = = denn die harmonische Reihe entsteht:

iﬁ(%_l)n_in—h

5

Konvergenz in x9 = = denn
die alternierende harmonische Reihe entsteht:

s (1) X

n=0

(0. 9]

n=0

Konvergenz liegt also insgesamt im Intervall folgenden vor:

30
25}
15

1.0

0.5

N
77’L
Sy() =) —————(x—1)" fir N =0,1,2,3,4,7,10,15

2"(n + 1)
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Rechenregeln fiir Potenzreihen

Satz: (Identitat, Summen und Produkte von Potenzreihen)

Gegeben seien zwei Potenzreihen

=Y a2t gl =Y bile - )"
k=0 k=0

mit z, zg, a, by € C.

a) Im gemeinsamen offenen Konvergenzkreis K gelte
f(zr) = g(z)) mit k;h—g)lo zr = 2o und 2 # 2o,
dann sind f und ¢ in K identisch,
d.h. die Koeffizienten von f und ¢ sind gleich
ap=0b,, k=0,1,2,...

b) Im gemeinsamen Konvergenzkreis gilt

©.¢) o0 ©.¢)
(i) Zak(z—zo)kJrZ (z—2)" Z apt+br)(z—20)",
k=0 k=0 k=0

(ii) Cauchy-Produkt:

(S = H(Eoeer) 5,

mit C = aobk + albk_l + -+ akbo = Z ajbk_j
J7=0

|
o
5
—
z\lz
N
o
~—
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c¢) Die Potenzreihe g¢(z) = Z bpz"  besitze
k=0

den Konvergenzradius R > 0 und es gelte ¢g(0) = by # 0,
dann besitzt die Funktion f = 1/g eine Potenzreihe

mit einem Konvergenzradius r > 0.

Die Berechnung der Koeffizienten a; erfolgt tiber das
Cauchy-Produkt

00 00 00 k
1= f(z)g(z) = <Z CLka> . <Z bkzk> = Z Z ajbk_j Zk,
k=0 k=0

k=0 \ j=0
mit Koeflizientenvergleich erhalt man zunachst

1:a0b0, O:aobk—l—albk_l—l—"'—l—akbo fur ]CZI

und damit dann die Rekursionsformel fir a;:

1 1 k—1

ayg = — ak:——Zajbk_j, k=12, ...
5=0
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Aufgabe 22:

§
Gegeben sei die durch ~ f(x) = - definierte Funktion.
— 4

a) Unter Verwendung der Summenformel fir die geometri-

sche Reihe:
1 =
— =)
k=0

berechne man die Potenzreihe von f

zum Entwicklungspunkt 2z, und

: . 31
bestimme deren Konvergenzradius fiur zy = T

6 6
5—4z b—4dzy+4zy — 4z
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Berechnung des Konvergenzradius:

ay

k41

r = lim
k—o00

6-45(5 — 4z)" 2 | |5 — 4z
G - 4k;+1(5 _ 4ZO>I<:+1 o 4

= lim
k—00

Die Konvergenzbedingung der geometrischen Reihe wird
bestatigt:

5—420
1

<1l = |Z—Zo‘ < = |- —2

4

e _

5—420

' 5

5
Man beachte: x = 1 ist Polstelle von f.

%
Der Konvergenzradius fur zy = ZZ:

VA
D

|53
| 4
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b) Man bestimme die Glieder der Potenzreihenentwicklung
von f mit Entwicklungspunkt xy = 0

uber das Cauchy-Produkt von Reihen und berechne den
zugehorigen Konvergenzradius.

6
5 —4x

:f(x):d0+d1$+d23}2+d3x3+... —

6 = (5—4x)(dy+ dix + dox® + dza® + - - -)

= 5d() + (5d1 — 4d0)£l? + (5d2 — 4d1)$2 + (5d3 — 4d2)$3

Koeffizientenvergleich:

0
= 6:5d0,025dk—4dk_1 — d():g,

4 A"
d :—d_ — e e e — d =
k 5 k—1 (5) 0

= flz)=)_

A\
(5)
5
k=0

()

ot O

U] O

dj;

= lim
dj+1

k—oo |6 /4 FT!
: (3)

Konvergenzradius: r = lim
k—o00

= Ot
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Alternativrechnung mit der Rekursionsformel
(Methode identisch):

61 1
5 —dgp

3 _dy T g(a)

f(@)

Da ¢(0) # 0, besitzt f in xyp = 0 eine Potenzreihenent-
wicklung

x:L:OO xk
f(z) 4(2) kzz(]dk

mit Konvergenzradius » > 0 und
die Koeffizienten d}. lassen sich nach der Rekursionsformel

aus dem Cauchy-Produkt berechnen:

k—1
aodo =1 , aodk = — E djak_j
J=0

mit
- 5 4 5 4
g<x):zakxk:6_6x = ao_éaalz_éaakZO,kZQ.
k=0
. . 1 6
Man erhalt damit dy=— = -,
Qa 5)

Ut O

1 & a 4 0\ "
d:__E:d. =g =2 =2 dy =
k o ar GAk—j g k—1 5 k—1 (5> 0
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Potenzreihenentwicklungen elementarer Funktio-

nen:

T . 2
a) € = eXp(.T) — Z ya

Satz:
Die Potenzreithe  f(z) =

©. 9]

Differentiation einer Potenzreihe

S ap(x —x0)F st im Inneren des

k=0

Konvergenzintervalls, also fir g —r < x < xp+r mit r > 0

beliebig oft differenzierbar.

Die Ableitungen ergeben sich durch gliedweises differenzieren:

= Z kap(z—x0)"™
k=1

Zkk Dag(z—20)" 2%, ...
k=2

Die abgeleiteten Reihen besitzen den gleichen Konvergenzra-

dius wie f.
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Aufgabe 23:

a) Unter Verwendung der Potenzreihe von

6
berechne man die Potenzreihe von
1
g(l‘) - (5 . 433)2

zum  Entwicklungspunkt xy und bestimme den zu-
gehorigen Konvergenzradius.

Aus f/(x) ( 6 )’ ( 24

h—dx 5 — 4x)?
1 /
folgt g(x) = e = f;f).

Damit ergibt sich die Potenzreihe von g durch differenzie-
ren der Potenzreihe von f:

1 (& 6.4t L e o
g(ZC) - ﬂ (Z (5 _ 4:60)]{;_,_1 (SE - xO)k> = Z (5 _ 45[}0)k+1 (x_x())k :

k=0 k=1

Der Konvergenzradius stimmt mit dem von f tiberein.

Probe:
| A | k- 415 — dag )W T2
r = lim |—| = lim
k—oo | Q41 k—o00 (5 — 4x0)k+1(/€ + 1>4k
I ]f(5 — 4£L’0) b — 433’0 . 5)
koo | (k + 1)4 1 "y




Analysis II, K. Rothe, SoSe 2021, Hoérsaaliibung 6 (Beispielaufgaben 21-24) 15

b) Man berechne die Losung der gewohnlichen Differential-
gleichung zweiter Ordnung
y// — y
mit den Anfangswerten y(0) = 1 und '(0) =0

in folgender Potenzreihendarstellung

o0

y(x) = Z arx”.

k=0

Im Inneren des Konvergenzintervalls darf die Potenzreihe
gliedweise differenziert werden.

Setzt man die Potenzreihe und ihre zweite Ableitung in
die Differentialgleichung ein, so ergibt sich

Zakk — Dz Zakx

Z arpk(k Z Z(ak+2(k +2)(k+1) —ap)z" =0.
k=2 k= k=0

Aus dem Koeffizientenvergleich mit der Nullfunktion
ergibt sich folgende Rekursionsformel

zur Berechnung der ay:
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ay,
k+2)(k+1)—ar, =0 = = ,
ayr2(k+2)(k+1)—ay A2 EIES
Hier unterscheidet man
Uorro — A2k _ A2k—2 o a
Tk +2)(2k+ 1) (2k+2)2k+ 1)2k(2k—1)  (2k +2)!
und
a ) a2k_1 ) O/Qk—3 — e e e — L
T 0k + 102k (2k + 1)2k(2k — 1)(2k — 2) (2k + 1)
: 1
Die Anfangswerte ergeben  y(0) = ag = 1 = ag; = 20

und ¢ (0) =a; =0=ag,1 =0 also

0

L
cosh(z) = ; Wm b

k=0

als Losung der Differentialgleichung.

Der Konvergenzradius in 2z = 22 ergibt sich durch

= lim (2k+2)(2k+1) = 0.

k—o0

r = lim
k—00

|

Ak+1

Dies ist dann auch der Konvergenzradius fiir x.
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Satz: Integration einer Potenzreihe

(0. ¢]

Die Potenzreihe f(z) = > ap(x — z0)* besitzt im Inneren des
k=0
Konvergenzintervalls, also fir o —r < x < x¢p+r mit r > 0

eine Stammfunktion F', d.h. es gilt F' = f.

Durch gliedweises Integrieren erhalt man:

)k:+1

, CelR.

Die Stammfunktion F' besitzen den gleichen Konvergenzradius
wie f.

Abelscher Grenzwertsatz:

o0
Besitzt die reelle Potenzreihe Z ap(r — xo
k=0

den endlichen Konvergenzradius » > 0 und
konvergiert sie im rechten Randpunkt xg + r,

so ist die Summenfunktion g(x) in xy + r (linksseitig) stetig,
d.h. es gilt

0
li = k.
i, ) =3

Entsprechendes gilt fiir den linken Randpunkt zy — r.

Reelle Potenzreihen sind also im ganzen Konvergenzbereich
stetig.
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Taylor-Polynome und Taylor-Reihe

Definition:

Gegeben sei eine in [a, b] n-mal stetig differenzierbare Funk-
tionen

f:la, b = R,
mit n € IN und zy €la, b[ . Dann heifit

f(n) (20)

n!

f//(xo)
2!

To(z: x0) == f(zo)+[f (z0)(x—20)+ (x—20)*+ - -+ (x—x0)"

Taylorpolynom n-ten Grades von f zum Entwicklungs-
punkt z.

Das zu T,,(x; xg) gehorige Restglied R, (x; xg) beziiglich f(x)
wird definiert durch

f(ZL’) - Tn(ilf, 330) + Rn(iﬂ, 330> :

Restgliedformel nach Lagrange:
Ist f sogar n + 1-mal stetig differenzierbar, so gilt mit

£ =129+ 0(x—xp) und 0 < © < 1 folgende Restgliedformel:

f(E)

Bu(w; 20) = (n +1)!

(:U . xo)n+1 _



Analysis II, K. Rothe, SoSe 2021, Hoérsaaliibung 6 (Beispielaufgaben 21-24) 19
Taylor-Reihe:

Falls die Funktion f :]a,b] — IR

beliebig oft differenzierbar auf |a, b ist

und fiir das Restglied gilt:

lim R,(z;x0) =0,

n—oo

dann lésst sich f in |a, b] in eine Potenzreihe entwickeln,

die dann als Taylor-Reihe bezeichnet wird:

(2 — 20)F.

f(z) = lim T,(x;z¢) =

n—00

°°f

k=0
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Aufgabe 24:

2

4 + x?
berechne man die Potenzreihe von f zum

a) Fur die durch  f(z) =

definierte Funktion

Entwicklungspunkt o = 0 mit
Konvergenradius unter Verwendung

der geometrischen Reihe.

Mit der Summenformel der geometrischen Reihe erhalt
man fur

()

o ko ok
4+x2:% x/2 _%;< ()) 2(22k1+)1 .

<l <& |§‘<1<:>\:13\<2:7“

Der Konvergenzradius » = 2 bestatigt sich auch rechne-
(="

risch uber die Koeffizienten a9, = und agp4q1 = 0:

22n+1
1 B 1 IS S
lim sup {/|az| iy 2 1 lim 1
> DA ST oo 2141/ (20)
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b) Man berechne die Potenzreihe von —arctan(x/2)
zum Entwicklungspunkt ¢ = 0,
bestimme den Konvergenzradius, untersuche
das Konvergenzverhalten in den Randpunkten und

berechne im Falle der Konvergenz den Wert der entspre-
chenden Reihen.

Da

©. 9]

) (X
(arctan) (5) 4+x2 Z 22k+1

k=0

ergibt gliedweise Integration der Reihe

00 k
2k+1 _ (_1) 2k+1
arctan ( ) C+ g 22k+1:13 g o 1)22k+13; ,
k=0

denn fir die Integrationskonstante gilt C' = arctan 0 = 0.
Der Konvergenzradius » = 2 stimmt mit dem der abgelei-
teten Reihe tiberein.

Setzt man die Randpunkte x = 42 in die Potenzreihe ein,
so ergeben sich die Reihen

0,@)

die nach dem Leibnizschen Konvergenzkriterium konver-
gleren.
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Konvergiert eine Potenzreihe in den Randpunkten, so er-
gibt sich nach dem Abelschen Grenzwertsatz dort der Wert
der stetigen Fortsetzung der Summenfunktion im Inneren.

Also erhalt man hier in den Randpunkten x = £2 den
Wert

— (=1
+ kz:; el arctan(=£1).

) Man zeige, d i St
¢) Man zeige, dass = — gilt.
Zaok+1 4
Aus b) folgt f: (1) tan(1) = —
us 0] = arctan = —.
5 ok + 1 4
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d) Man berechnet die Taylor-Reihe der durch

6
fl@)=—

definierten Funktion zum Entwicklungspunkt xy = 0. Da-

zu beweise man zunachst tuber Induktion fir n > 0

6-4" - nl
(5 — dz)rt1

() =

6-4" . n!
Induktionsbeweis fur  f W(x) = (5— 41‘):*1
6-4Y.0! 6
0 O _ _
n=0  fY) 5420 51z f(z)
n—n-+1:

FOD(g) = (f(m(a:'))’: ((56._4;):!“)/

647 nl(—(n + 1))(—4)
(5 — dz)n+2

6.4 (n+1)
(5 _ 433)714—2
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Die Taylor-Reihe stimmt erwartungsgemafl mit
der Potenzreihe aus Aufgabe 22 b) {iberein,
d.h Konvergenzradius r» = 5/4 und damit
keine Konvergenz bei x = 5/4,

da die notwendige Konvergenzbedingung verletzt ist:

0 £(n)(

Bild 24 d) f(z) = Polstelle bei x = 5/4

5—Adx’



