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Analysis 11

fur Studierende der Ingenieurwissenschaften

Horsaaliibung mit Beispielaufgaben zu Blatt 4

Eigenschaften des bestimmten Integrals

Satz:

Gegeben seien a, b, ¢ € IR mit a < ¢ < b und integrierbare Funktionen f : [a,b] — IR
und ¢ : [a,b] — IR, dann gilt

b

b b
a) Linearitat /af(x) + By(x)dr = a/f(x)dm + ﬂ/g(:v)d:r;, a, € R,

a a

b
b) Monotonie /f(x)dx < /g(m)dx, falls f(x) < g(z),

/b f()dz

d) /bf(f)dIZ/cf(I)dﬂer/bf(I)dI,

c) < /b |f ()] du,

e) Speziell wird definiert:

a

a b
b/f(:p)dx ::—a/f(x)dx und /f(x)dx =0.

a



Analysis II, K. Rothe, SoSe 2021, Hoérsaaliibung 4 (Beispielaufgaben 13-16) 2
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung:
Gegeben sei eine stetige Funktion f : [a,b] — IR, dann gilt

a) F(x):= /f(t)dt ist eine Stammfunktion von f.

b) Ist F eine Stammfunktion von f, dann gilt fiir das bestimmte Integral

[ f@de = F4) - Fla) = Fla)l

Integrationsregeln

Satz: Partielle Integration

Fiir stetig differenzierbare Funktionen u, v : [a,b] — IR gilt

Satz: Substitutionsregel

Die Funktion ¢ : [a, b] — [c, d] sei stetig differenzierbar, es existiere die Umkehrfunk-
tion ¢! zu g und die stetige Funktion f : [c,d] — IR besitze die Stammfunktion F,
dann gilt

b 9(b)
) [ Ho®)@ = [ o) de = @I = Flalo) = Fla®) - Flg(@).
a 9(a)
;i o 97 1(d)
lﬂ/ﬂ@m:QAmeﬂwﬁ=ﬂﬂﬁ@=F@%W—ﬁ@%m—F@—F@
Merkregel:
a) t=gl2) & x=g1) = Ccll—? =4g'(t) <+ dr=4gt)dt
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P(e?)

Q(e*)

Berechnung von /

Die Substitution: t=¢* & r=Int = dr=—

t
fihrt auf den Standardfall: /gge ; dzr = / P(t)
em

P(sinz,cosx
Berechnung von ( - ) dx

Q(sin z, cos x)

2dt
Die Substitution: ¢ = tan z & g =2arctant = dr=——
2 241
ibt nach kurzer Rechnung (%): s 2t Ll
ergibt nach kurzer Rechnun : sinx = coOS T =
& & 2417 2 +1

und fiihrt damit auf den Standardfall:

2t 1 —+¢2
P(t2+1’t2+1>
dt .

P(sinx, cosx) d /
xTr =
Q(sinz, cosz) (t2+1)~Q< 2t 1—152)

2411241

Zur kurzen Rechnung (x):

2t 2tan(x/2)  2sin(w/2)cos(z/2) . L
2+1  tan®(z/2) +1  sin®(z/2) + cos2(z/2) 2sin(x/2) cos(z/2) = sina
1— ¢t _1- tan?(xz/2) _ cos?(x/2) — sin?(z/2)
2+1  tan®(z/2)+1  sin*(2/2) + cos?(z/2)

= cos?(z/2) — sin*(x/2) = cosx
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Aufgabe 13:

Man berechne die folgenden bestimmten Integrale

In(2)
631
a) / T dx unter Verwendung der Substitution ¢ = e*,
e T
0

w/4
1
b) / dzr unter Verwendung der Substitution ¢ = tan <
CoS T 2
0
Losung:

dt
a) Substitution: t = e* — dx = - to=e"=1,t =e"® =2

In(2)

2 2
e3® B dt 1 3t? 1 5 1 12
der = — == dt ==In(t>+4)];==In| —
/e3x+4x /t3+4t 3/t3+4 3 @+ 4, 3“(5)
0

1 1

alternativ mit Rucksubstitution der Stammfunktion und den alten Grenzen:

In(2)
3z 1 n 1 12
/ A - = In(e* +4) o - gln (_) = 0.2918229...

e 44T 5
0

b) Substitution:

1—¢ 2dt
tang:t, COST = 5T dx:m, to =tan(0) =0, t; = tan <g>
/4 . tan(m/8) ) 0t tan(7/8) 5
I U TR
coS T 11—t t2+1 1—1¢2
’ i ’
tan(m/8) ) .
= —— 4+ —dt = (In|l+¢t|—In|1 — ¢))|en/®
et T ER R

0

— In 1+tan<%)‘_ln‘l_tan(%)‘

4

alternativ mit Rucksubstitution der Stammfunktion und den alten Grenzen:

w/4

[z == (et (G)]-afi-an (3)

0

—In ’1 + tan (g)‘ ~In ‘1 — tan (g)‘ — 0.8813735...

w/4

0
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Aufgabe 14:
a) Man berechne den Fliacheninhalt Fj, der sich im Intervall [—3,3] zwischen
x-Achse und der durch y = 22 — 4 gegebenen Funktion befindet.

b) Man berechne den Flicheninhalt F, der Menge des IR?, die von den Graphen

der Funktionen f und g mit f(z) = cosx und g(x) = 1 — 2z /7 eingeschlossen
wird.

Losung:

a) Schnittpunkte von y = 2% — 4 mit der z-Achse:
O=a?-4=(x+2)(x—-2) = 1, =—2, 19 =2

) 2 3
F = /x2—4dx—/x2—4da:+/x2—4dx
-3 -2 2

3 2
= 2/:v2—4d:c—2/x2—4d37
2 0
3 3
—2($——4x)
9 3

27 8 8 ) 46

2

L o12-248-2+438
3 37°7 37

o~

)

X

Bild 14 a): y =22 —4in [-3,3]
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b)

Bild 14 b): Menge M,
Die Schnittpunkte von f(z) = cosz und g(z) = 1 — 2z/7 sind gegeben durch

x1=0,20=7/2, 23 =

Daher berechnet sich der Flacheninhalt durch

/2 ™
F = /Cosx —(1—=2zx/7)dx + /(1 —2x/m) — cosxdx
0 w/2

= 2[sinz—a+2/x])? = 2(1—n/2+w/4) = 2— /2.
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Rotationskorper
Gegeben sei die durch
fila,b] — IR
z — f(z)

definierte Funktion. Bei Rotation des Funktionsgraphen von f um die z-Achse erhélt
man

a) Volumen eines Rotationskorpers

b
V;c—Achse = 7T/ (f(ZE))2 dx
b) Mantelfliche eines Rotationskorpers

b

M, ap = 2 / FVIT (F@) de

a

Entsprechend erhalt man das Volumen eines Rotationskorpers bei Rotation

von f um die y-Achse

f(®)
‘/y—Achse =T / (f_l(y)>2 dy .
f(a)
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Aufgabe 15:
Gegeben sei die Funktion
f:00,2) — IR mit f(z)=2".
a) Man berechne das Volumen des Rotationskorpers, wenn der Funktionsgraph
von f um die x—Achse rotiert.

b) Man berechne das Volumen des Rotationskorpers, wenn der Funktionsgraph
von f um die y—Achse rotiert.

¢) Man berechne die Mantel- und Oberfliche des Rotationskorpers, wenn der
Funktionsgraph von f um die x—Achse rotiert.

d) Man zeichne die Mantelflichen der Rotationskérper aus a) und b).

Losung:

3

‘/y—Achse =

y) =1y
[ W) a=x [
T
5

c¢) Die Oberfliche des Rotationskdrpers bei Rotation um die z-Achse setzt sich
zusammen aus der Mantelflache M,_aaqse und der Flache K des seitlich be-
grenzenden Kreises:

92” — 60.3185 .

0

K = 821 = 647 = 201.0619.

szAchse = 27T/ f \/ f/ 2dr = 27'('/ .1'3\/ 1+ (333'2)2 dx

t=149z /\/_dt 2m - 2t3/2 e
36 -3

= 2—7(1453/2 — 1) = 203.0436 . ...

Damit besitzt der Rotationskorper eine Oberfliche von

m(1727 + 145%/2)
27

1

O =K+ M, Achse = = 404.1055. ..
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d) Fiir den Fléchenplot muss der Vektor des Funktionsgraphen

erweitert werden.

Anschliefend wird v(x) mit der Drehmatrix D(y) multipliziert, wobei eine
ganze Umdrehung durch 0 < ¢ < 27 erreicht wird.

Fiir die Drehung um die xz-Achse erhalt man damit die folgende Parameter-
darstellung der Mantelfliche

1 0 0 x x
Uy Achse(T,0) = | 0 cosp —singp 2 | = 2%cosgp
0 sinp cosy 0 23 sin ¢
~ s e —
D) V(=)

Der MATLAB Plotbefehl fiir Bild 15 a) lautet damit:

ezsurf (’x’,’cos(p)*x~3’,’sin(p)*x~3’, [0,2*pi,0,2])

X = X, y = cos(p) x3, z = sin(p) x3

10

1 1.5 -5

Bild 15 a): Rotationskorper fiir f(z) = 23 bzgl. der z-Achse
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cosp 0 —singp x T COS
Uy Achse (T, ) = 0 1 0 2 | = x3
sinp 0 cose 0 Zsin
-~ s N —
Dy) V(=)

Der MATLAB Plotbefehl fiir Bild 15 b) lautet:

ezsurf (’x*cos(p)’,’x"3’, x*sin(p)’, [0,2%pi,0,2])

X =Xx cos(p), y = x3, z = x sin(p)

Bild 15 b): Rotationskorper bzgl. der y-Achse
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Uneigentliche Integrale
Definition:

Sei f : [a,b]— R in jedem Teilintervall [a, ¢] C [a, b] mit ¢ < b beschrénkt und stetig
bis auf endlich viele Unstetigkeitsstellen.

a) Singularitit an einer Grenze, z.B. Polstelle in b

/b F(z) dz == lim 7f(x) dx

e—0+

b) einseitig unbeschriankter Definitionsbereich, b = o’

C

/f(x) dr = lim [ f(z)dx

c—00
a

Falls der entsprechende Grenzwert existiert, so heifit das uneigentliche Integral kon-
vergent, sonst divergent.

Fiir die untere Integrationsgrenze, d.h. f :Ja,b] — IR, werden entsprechende unei-
gentliche Integrale definiert.

Parameterabhangige Integrale

Die reelwertige Funktion f(x,y) sei in [a, b] X [¢, d] stetig beziiglich x und integrierbar
beziiglich y, dann ist das folgende parameterabhangige Integral stetig
d

F(:U):/f(:c,y)dy, a<x<b.

Beispiel:

Als Laplace-Transformierte zur Funktion f(¢) bezeichnet man das vom Parame-
ter s > 0 abhangige Integral

F(s) = / f(t)e " dt.

Satz: (Leibniz-Regel)

Ist die Funktion f(x,y) zusétzlich stetig differenzierbar beziiglich z und sind g(x)
und h(z) stetig differenzierbar, dann gilt

h(x)
Pa) = 2| [ fedy | = 5@ @) - feg@)g @+ [ 5w dy.
(z)
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Aufgabe 16:

a) Man berechne die Ableitung des parameterabhéngigen Integrals

2z

F(z) = / XY dy .

1

b) Man berechne die uneigentlichen Integrale, falls sie existieren

/ 4
/ —<x — 1y dz

2

(i

(i)

O\gn—\

¢) Man berechne fiir f(t) = cos(yt) mit v € IR die Laplace-Transformierte F'(s)
fir s > 0.

Losung: 2
a) F/(ZL“) — e3x+2x - 63.Z‘+1 -0 +/ 3€3a:+y dy

1
— 2€5x + 363m+2z _ 3€3x+1 — 565:1: _ 3631—1—1 )

9 9
9
———dx = 1 ———dr = lim 12(zx — 1

1 (v — 1)2/3 ’ E_IE&H (x —1)/3 T e=1) 1+e
) - 0= o

. . 2 o 1/4 a
/ © +1 GropA® = | o dr= et ) ,
0 0

= lim 8((a+1)"*—1) =

a— o0

c¢) Die Berechnung erfolgt iiber partielle Integration:

. —st |a K. —st
/cos(’yt)eSt dt = —(:os(’yt)6 —/ fysin(fyt)e dt
s s
0 o 0 .
G_St a e_st a e—st
= - t in(vt -7 t dt
cono) |+ sin(n) | = [ teoston)
0
= [ costate 1 (" +ysin(t) |
cos(yt)e = ——— | —cos sin
K 1+92/s? 7 TR 0

1 1 S
= i e stdt = ——— .= = — "
[ cos(t)e T2/ s~ 217
0



