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Aufgabe 9:

Man berechne die folgenden Integrale

Substitution: t=5—-2x — dt= —-2dx

3
/ daz:—éfldt
H—2x 2 t
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:—éln]t\JrC':—éln]B—Qa:]nLC’

Substitution: t=7xr—4 — dt="7Tdx
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dx

>/6x3—3x2—|—2x—3
C
20 — 1

Polynomdivision:

(62° — 32+ 220 —3): v — 1) =32+ 1 —

20 — 1
—(62% — 32?)
2r  —3
—(2x —1)
—2
6x3 — 3x2+2x — 3
/ * v dx:/3x2+1— dx
20 — 1 20 — 1

Substitution: t=2xr—1 — dt=2dx

1
:x3+:c—/ gdt+0

=2?+rx—-—It|+C=2+z—In|2z - 1]+ C
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5)
d>/az2+2dx
5) 5 1
do =2 d
/x2+2 ! 2/(x/\/§)2+1 !

Substitution: ¢ = L — dx =+/2dt

V2

5v/2 1 5
== /t2+1dtﬁarctan(t)+0

5acta<x)+0
— — arctan | —
V2 V2

5 2
/ v da:':é/ v dx
212 + 2 4 241

Substitution: t=x24+1 — dt = 2z dx

5 1 5 5
— 2 Zat="Inltl+C =ZInlzt+1+C
4/t 4mH—i— 4n]$—|—\—|—
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(%)
f
>/:132+4:1:+5daj

O 32x +4) — 12
dr = dz
2 +4x +5 (x+2)2+1
2 2 1
:3/ (z+2) daz—12/ dx
(z+2)2+1 (z+2)2+1

Substitution: t=x+2 — dt =dx

2t 1
=3 dt — 12 dt
/t2+1 /t2+1

Substitution: w=t*4+1 — du = 2tdt

1
= 3/ —du — 12 arctant
U

= 3In|u| — 12arctant + C
= 3In|t* + 1| — 12arctan(z + 2) + C

= 3In|z® + 42 + 5| — 12arctan(x + 2) + C



Analysis II, K. Rothe, SoSe 2021, Horsaaliibung 3 (Beispielaufgaben 9-12) 6

Integration rationaler Funktionen

Schritte zur reellen Partialbruchzerlegung

Gegeben sei die durch die Polynome P(x) und Q(z) definierte
gebrochen rationale Funktion

a) Polynomdivision

Falls deg P > deg () fiihre eine Polynomdivision mit polyno-
mialem Anteil p(x) und Rest r(x) durch:

wobel degp = deg P — deg (Q und degr < deg ().

b) Faktorisierung von @)

Qz) = clw — )"+ (x — z)"q (@) - g ()

Dabei sind ~ ¢j(x) = (# —a;)*+b; quadratische Polynome
mit komplexen Nullstellen,

also in IR nicht in Linearfaktoren zerlegbare Polynome.
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c) Partialbriiche

(i) zu (z — ;)M
;1 Q2 Qi k;
v—xy (w—a) T (-
(i) zu ¢/ (x):
Yj1T + 5]'71 VYj.2% + (5]"2 Wj,ﬁjx + 5j,£j
G-+ B P+ B (g B

d) Partialbruchzerlegungsansatz

r(z) ] — ( a1 Qo Qi )
= = ’ St
Q(z) = ; x—xz; (T — ) (x — ;)"
+1 o Vi1 + 5j71 . Vil L + 5j,€j
c i \ (@ —a;) + b5 (z —a;)* + b7)"
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e) Berechnung der Unbekannten «;;,v;;,6;;

(1)

(i)

Koeffizientenvergleich
Multipliziere den Partialbruchzerlegungsansatz mit Q(x)

m

g)((f;)) :%Z('“H%Z(“‘)

J=1 J=1

und vergleiche die Koeffizienten des Polynoms r(z)

mit denen des durch Kiirzen, Ausmultiplizieren und Sortie-
ren nach x-Potenzen entstandenen Polynoms der rechten
Seite.

Die Unbekannten o, v, 05, ergeben sich als Losung des
aus dem Koeflizientenvergleich resultierenden Gleichungs-
system.

Einsetzungsmethode

Multipliziere den Partialbruchzerlegungsansatz mit Q(x)

é((:;)) :%Z(“'H%Z(”')

J=1 J=1

und kiirze auf der rechten Seite die Nennerfaktoren gegen
die aus Q(x).

Ohne die rechte Seite auszumultiplizieren werden jetzt die
reellen Nullstellen z; und ggf. die komplexen Nullstellen
z; = aj + ib; von @Q(x) nacheinander jeweils auf bei-
den Seiten eingesetzt. Damit lassen sich die Unbekannten
Qj ks Vil (5]'75]. berechnen.

Durch (ggf. mehrfaches) Ableiten und Wiederholung des
obigen Verfahrens ergeben sich die tibrigen Unbekannten,
falls die linearen oder quadratischen Faktoren von Q(x) in
hoherer als erster Potenz auftreten.
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P(x
Qx

Berechnung von / 3 dx

Das Integral ergibt sich durch Integration der aus der polynomia-
len und Partialbruchzerlegung resultierenden Summanden und an-
schlieBender Summation der Teilintegrale.

Dazu ist die Integration der folgenden Typen erforderlich:

a) Polynome: p(z)= Z cra”
k=0

ZL‘k+1

p(:zc)d:z::ch +C
o= S0

1

b) Partialbruchtyp: ﬁ
r— Ty

1
(i) k=1 / de =Inlx —z;|+C

$—$j

1 1 1
i) k> 2 ——dr = :
(i) k= / (z — a;)F Tk (2 — a;)k! +c

c) Partialbruchtyp:

cr +d ¢ 2x—a)
- ap sy 2w —ap iy

(x —a)?+ b?)"
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(i) €=1: /EQ@_“)<M—hmx—@Mw%+c

(x —a)? + b?
(i) ¢>2:
2(x — a)
l/«x—ay+mydx
1 1
1=l (w—apseyi ©

1 1 T —a
(iii) €=1: /(x_a)2+b2dx—5arctan( ; >+C’
(iv) Rekursionsformel fiir ¢ > 2:

1
”;:/ku—aV+wV“7

1 1
- i |0 | e

A\ e

Ve

=l

r—a

'Y@—@M%Wl)*c
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Beweis der Rekursionsformel:

- (z — a)? + b
o = / ey

_ [l—a)  2x—a) 2
= / 5 .((CE—G)Q—I—[)Q)de—i_bIE

partielle Integration:

(x — a) 2(x — a)
U und v T+ o)
1 1
= u==- und wv=

_(r—a) 1 1 1 ;
= 2 -1_l.((x—a)2+b2)€71_2(1_l) /-1

1 r—a 1
1-10) (zx—a?+)1 2(1-1)

= =3 L+ VL

1 1 1 Tr—a

= I, = =) <[£_1 <1 + 21— l)) - 2(1 —1) ' (x — a)? +b2)£‘1>

1 r—a
- m ((3 —20)1;_1 — (z—a)+ b2)12—1>
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Aufgabe 10:

Man berechne folgende Integrale ggf. unter Verwendung der Par-
tialbruchzerlegungsmethode

7
d
a)/3x2+15a:—18 o

Nennerfaktorisierung;:

37 + 150 — 18 = 3(z* + 52 — 6) = 3(z — 1)(z + 6)

7 7 1 7 1
302+ 150 —18 3 \22+5x—6/) 3 \(z—1)(z+6)

Partialbruchzerlegungsansatz:

1 A B Alx +6)+ B(x — 1)

(x — 1)(z +6) 33—1+3;+6: (z —1)(z +6)

Multiplikation der Gleichung mit  (z — 1)(x + 6)

= 1=Ax+6)+B(x—1)
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Nennernullstellen einsetzen:

r=1 =

1
I=A1+6)+B(1-1)=74 = A=

rT=—-06 =

1
1=A(—-6+6)+B(-6—-1)=—-7B = B:—?

N / 7 J 7/1 1 1 1 g
r = = = — = €T
322 + 15x — 18 3 Tr—1 Tx+6

(In|x = 1] = In|z 4+ 6]) + C

W | —



Analysis II, K. Rothe, SoSe 2021, Horsaaliibung 3 (Beispielaufgaben 9-12) 14

b) / 3+ a2 —35x 4+ 17

d
216 —7

Polynomdivision:

20 — 18
2 +6x—7T

(23 + 22 =352 +17): (2?2 +6x —7) =2 -5+
— (2% + 62 — Tx)

—5x? — 28x + 17
—(—5:52 — 30x + 35)
20 — 18

Nennerfaktorisierung: 2?4+ 6z — 7= (x — 1)(z + 7)

Partialbruchzerlegungsansatz:

20 — 18 2 — 18 A B

2246z —7 (z—1D(x+7) a:—1+:1;+7

= 2r—18=Alx+7+B(rx—-1)=(A+B)z+7A—-B

Berechnung von A und B tber einen Koeffizientenvergleich
von
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20 —18=(A+B)x+7A—-B

—18=7TA—-B = DB=TA+18

2=A4+B=A+TA+18=8A+18

= 84=-16 = A=-2 = B=4

alternativ:

Berechnung von A und B durch Einsetzen von x-Werten, vor-
zugsweise der Nennernullstellen in die Gleichung:

20 =18 = A(x +7)+ B(x — 1)

r=1: 2—18=—-16=A(1+7) = A=-2

z=-7: 2-(-7)—18=-32=B(-7—1) = B=4

Integration:

/x3+x2—35x+17

d
246 —7 &

—/ P
-/t .:r:—lx—k?aj

$2

= ?—5x—21n\x—1|—|—41n]aj+7|—|—0
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c)/mdaz.

Dieses Integral wird iiber die Rekursionsformel mit £ = 2 be-
rechnet

9
/ (222 4 3)? d

1
= / dx Substitution t = @
Vi) 2 V3

= dt Rekursionsformel mit ¢ = 2

V3 1 1 t
T2 2(1-2) (<3_2'2)/t2+1dt_t2+1)+0

t
( o 1) +C Riucksubstitution

arctan <@> + \/_T +C
@)
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Aufgabe 11:

Man berechne unter Verwendung der Partialbruchzerlegungsme-
thode

dx .

/ 823 — 4322 + 462 — 39
xt — 4x3 + 27

Losung:

Raten der Nennernullstelle x = 3 (Teiler der Konstanten 27) und
Polynomdivision:

(2t — 423 +27) i (x —3) =23 — 2> — 32 — 9
—(z* — 323)
—3 + 27
—(—a® + 32%)

—3x% 4 27

—(—3x? + 9z)
—9x + 27

—(—92 + 27)

0




Analysis II, K. Rothe, SoSe 2021, Horsaaliibung 3 (Beispielaufgaben 9-12) 18

Erneutes Raten der Nullstelle = 3 (Teiler der Konstanten 9) und
Polynomdivision:

(2 —a2*—32—-9): (z—3) =2 +2x+3=((z + 1) +2)
— (2% — 32?)
22° — 3z — 9
—(22* — 61)
3r —9
—(3z —9)
0

Damit lautet die Nennerfaktorisierung:

ot — 42?4+ 27 = (2 = 3)*(2* + 22 +3) = (z — 3)*((x + 1)* +2) .

/ 8x3 — 4322 + 462 — 39 / 8x3 — 4322 + 462 — 39
fE —_—
xt — a3 + 27 (x —3)?((x + 1)2+2)

Partialbruchzerlegungsansatz:

8x% —43z° +46x —39 A N B N Cx+ D
vt — 423427 x-3 (v-32 (z+1)242
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= 82 — 432% + 462 — 39
= Az —=3)((x +1)* +2)+ B((z + 1)*+2) + (Cz + D)(x — 3)

Koeffizienten uber Einsetzen verschiedener z-Werte berechnen:

Berechnung von B durch Einsetzten der Nennernullstelle z = 3:

833 —43-3°4+46-3—-39=-T2=B(4+2) = B=-4

Berechnung von A durch Ableiten

24x* — 86z + 46 =
Az +1P°+2)+ B -2+ 1)+ (x — 3)[2A4(x + 1)
+C(x —3) +2(Cx + D)

und dann Einsetzten der Nennernullstelle z = 3:

2432 —86-3+46=4=A4*+2)—4-23+1) = A=2

Berechnung von C' und D durch Einsetzen geeigneter x Werte:

x=0:

—39 = A(=3)(124+2) + B(1* +2) + (C - 0+ D)(—3)?
—-30+9D = D=-1
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r=1:

8 — 43 4+ 46 — 39 = —28

= A(=2)((2* +2) + B((2* +2) + (C + D)(1 — 3)?
=-52+4C = (C=6

Damit kann das Integral mittels Partialbruchzerlegung berechnet
werden

dx

/ 813 — 4322 + 462 — 39
xt — 43 + 27

/ 2 4 n bx — 1 J
= — x
r—3 (r—3)7 (z+1)2+2

4
r—3

= 2Injx — 3|+

2(x +1) 1 ~
3 de — 7 dz + C
+,/(x+D%H2x /(x+U?+2x+
Zur Losung der verbleibenden Teilintegrale:

Substitution: ¢ = (z+1)*+2 — dt =2(z + 1)dz

2(x +1) 1 5
3 dr =3 [ —dt =3In|t| =31 1 2|+ C1.
/(x+1)2+2 T /t n |¢| n|(x+1)"4+2|+C
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Substitution
oz + 1

— dz = V2dt
\/§ xr

t

1 7 1
7/ (w+1>2+2dx:§/ CE

7/ ! dt / tant ! t (x+1)+0
= — = ——=arctant = —= arctan .
V2l 241t V2 vz )

Damit erhalt man die Stammfunktion

/ 8x3 — 43x° + 462 — 39
dx

xd — 43 + 27

4 7 1
= 21n]35—3\+—3+31n](x+1)2+2]——arctan<x+ >+K.
a_’:_

V2 V2
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Das Riemann-Integral

Definition:

a) Die Punkte x; € R, i =0,1,...n mit

a=xp<x1<--<x,=>

bilden eine Zerlegung Z des Intervalls [a, b]
in die Teilintervalle |x; — x; 4], i=1,...n
mit den jeweiligen Breiten Az; == x; — x;_1
und der Feinheit |Z| = max. |Ax).

b) Gegeben sei eine Zerlegung Z von [a, b] und eine
beschriankte Funktion f : [a,b] — R mit & € [x;_1, 2],
m; = inf f([x;_1, z;]) und M; =: sup f([z;_1, zi]).

Man definiert dann die

(i) Untersumme:

(ii) Riemannsche Summe:

Z f fl xz—l)a

(iii) Obersumme:

n

ZMZ — T 1

22
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Bemerkung:

a) Fiir jede Zerlegung Z gilt Us(Z) < Ry(Z) < O4(Z).

b) Fiir zwei beliebige Zerlegungen Z und Z gilt
Ur(Z) < Of(2).

Definition:

Falls sup Uf(Z) = i%f O(Z) gilt, heifit
z

b
/f(x)dx = s%p UiZ) = irZ1f Os(2)

bestimmtes Riemann-Integral
von f tber das Intervall [a, b].

23
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Integrierbarkeitskriterien

Satz:
Gegeben sei eine beschriankte Funktion f : [a, b — IR, dann gilt:

a) Ist f stetig auf [a, b], dann ist f iiber [a, b] integrierbar.
b) Ist f monoton auf [a, b], dann ist f iiber [a, b] integrierbar.

¢) Riemannsches Kriterium:
f ist iiber [a, b] integrierbar genau dann, wenn fiir jedes € > 0
eine Zerlegung existiert fir die gilt:

Of(Z) — Uf(Z) <éE.

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung:

Gegeben sei eine stetige Funktion f : |a,b] — IR, dann gilt

a) Fz) = / f(t)dt ist eine Stammfunktion von f.

b) Ist F' eine Stammfunktion von f, dann gilt fir das bestimmte
Integral
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Aufgabe 12:

Gegeben sei die Funktion f: [—1,1] — R mit f(x) = 3z + 4.

a) Man berechne fiir die dquidistante Zerlegung

2—n d—n 6—
Zn{_17 n? n76 n7°" 71}

n n n

des Intervalls I = [—1, 1] Unter- und Obersumme,

also Uy(Z,) und O¢(Z,), zu f.

20 —
Mit z; = — fir2=0,1,...,n erhidlt man
n
n—1
Up(Zn) = > inf f(lws, zi)) (@i — o)
i=0
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n—1

Of(Z) = D sup f([ws, wi))(@is1 — m1)

1=0

0 n n n
2 | 2 [, (n—1n
:ﬁ;(n+6z+6):ﬁn+6 —— +06n

6
= 8+ —
n

b) Man weise die Integrierbarkeit von f nach.

f ist integrierbar, denn f ist stetig.
Der Wert des Integrals ergibt sich dann durch

lim O¢(Z,) = lim (8+§> =8 = lim (8— 9) = lim Uy(Z,).

1
¢) Man berechne / 3x + 4 dz iber den Hauptsatz.

-1

1

3 2
/3x+4das: <%+4az)

-1




