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Die ins Netz gestellten Kopien der Dateien sollen nur die Mitarbeit während der Veranstaltung erleichtern. Ohne die in der Veranstaltung

gegebenen zusätzlichen Erläuterungen sind diese Unterlagen unvollständig (z. Bsp. fehlen oft wesentliche Voraussetzungen). Tipp– oder

Schreibfehler, die rechtzeitig auffallen, werden nur mündlich während der Veranstaltung angesagt. Eine Korrektur im Netz erfolgt NICHT!

Eine Veröffentlichung dieser Unterlagen an anderer Stelle ist untersagt!



Ablauf Übngsbetrieb:

Ungerade Vorlesungswochen:
Mo/Di Hörsaalübung
Studierende bearbeiten die Hausaufgaben selbstständig.

Gerade Vorlesungswochen:
Studierende können Fragen, die bei der Bearbeitung auftauchen mit den Grup-
penleitenden besprechen.
Die Aufgaben werden NICHT in den einzelnen Slots vorgerechnet. Im ersten
Semester wurden die Aufgaben auch nicht vorgerechnet.
Studierende können Ihre Ausarbeitungen elektronisch an die Korrekteure über-
mitteln. Deadline: Freitag 17:00 Uhr.
Freitag nach 17 Uhr: Videos werden hochgeladen in denen die Aufgaben Schritt
für Schritt gelöst werden.

2



Konvergenz von Funktionenfolgen

Reelle Funktionenfolgen: wie Zahlenfolgen. Jedem k ∈ N wird eine Funktion
fk : D → R, D ⊂ R zugeordnet.

(fk)k∈N oder auch nur (fk) .

Beispiel: fk : [0, 1]→ R, fk(x) = 2xk + 1 .
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Definition: Eine Funktionenfolge (fk) auf D konvergiert punktweise gegen
die Grenzfunktion f , wenn

lim
k→∞

fk(x) = f(x) ∀x ∈ D

Nachteil:

Definition: Gegeben beschränkte Funktionen g, f : D → R.

‖f‖∞ := sup
x∈D
|f(x)|

heißt Supremumsnorm von f auf D.

‖f − g‖∞ := sup
x∈D
|f(x)− g(x)|

ist der zugehörige Abstand von f und g.
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Definition: Eine Funktionenfolge (fk) auf D konvergiert gleichmäßig gegen
die Grenzfunktion f , wenn

lim
k→∞

‖f − fk‖∞ = 0 ⇐⇒

∀ε > 0 : ∃N0(ε) : ‖f − fk‖∞ < ε ∀ k ≥ N0(ε)

D.h. für beliebig kleines ε > 0 gibt es einen Index N0, so dass alle Funktionen
fk mit höherem Index k als N0 in einem ε−Schlauch um f verlaufen.

Bei gleichmäßiger Konvergenz: Folge stetiger Funktionen konvergiert gegen
eine stetige Grenzfunktion.
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Beispiele:

• fk(x) :=
1

1 + x2k
, k ∈ N , D = [−2, 2].

f(x) := lim
n→∞

fk(x) =


1 falls |x| < 1
1
2 falls x = ±1
0 falls |x| > 1

−2.5 −2 −1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5
−0.5

0

0.5

1

1.5

f 

f
1
 

f
2
 

f
3
 f

4
 f

5
 

f
n
=1/(1+x2n) 

fk → f pktweise, nicht gleichmäßig!
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• fk : R→ R, fk(x) =
1+k+kx

k2
.

Punktweise: x fest!

lim
k→∞

fk(x) = lim
k→∞

1 + k + kx

k2

(fk) konvergiert also punktweise gegen f =

Ist die Konvergenz gleichmäßig?

‖fk − f‖∞ = sup
x∈R
|fk(x)− f(x)| = sup

x∈R
|fk(x)− 0|
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• fn : [0, π]→ R, fn(x) = sin( x2

n2+1
) .

konvergiert gleichmäßig gegen f = 0, denn

‖fn − f‖∞ =

• gn : [0, 1]→ R, gn(x) = cos((nx2 + 1)π) .
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Vorgehen/Rezept
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Funktionenreihen : Analog zu Zahlenreihen. Bei gegebener Folge
fk : D → R bilde Folge der Partialsummen

sn(x) :=

n∑
k=0

fk(x), n = 0, 1, 2, · · ·

Schreibweise:
∞∑
k=0

fk(x) oder nur
∞∑
k=0

fk.

Punktweise bzw. gleichmäßige Konvergenz der Reihe heißt punktweise bzw.
gleichmäßige Konvergenz der Folge (sn) der Partialsummen.
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NEU: Majorantenkriterium

Gilt ‖fk‖∞ ≤ ak

und ist
∞∑
k=0

ak konvergent, so ist

∞∑
k=0

fk gleichmäßig und absolut konvergent.

Sätze gelten analog: Zum Beispiel

Stetigkeit

Notwendige Bedingung

Bei gleichmäßiger Konvergenz:

Stetigkeit bleibt erhalten, Vertauschbarkeit von Differentiation/Integration mit
Summenbildung (Details: siehe Vorlesung)
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Beispiele:

• sn : [−π2 ,
π
2 ] → R , sn(x) :=

n∑
k=0

(
1− sin(x)

4

)k
,
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• qn : [0, 32] → R , qn(x) :=

n∑
k=0

x(1− x)k)
x2 + 1

13



• gn : R → R , gn(x) :=

n∑
k=1

sin(kπ + x)

3k

• ĝn : R → R , ĝn(x) :=

n∑
k=1

sin(kπ + x)

k2

• g̃n : R → R , g̃n(x) :=

n∑
k=1

sin(2kπ + x)

k + 2
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Potenzreihen

∞∑
k=0

ak(x− x0)k x0, ak ∈ R .

x0 = Entwicklungspunkt.
Die Partialsummen von Potenzreihen sind Polynome.
Beispiel: Taylorreihen/Taylorpolynome.

SATZ :

Zu jeder Potenzreihe
∞∑
k=0

ak(x−x0)k gibt es einen Konvergenzradius r ≥ 0 mit

• Die Potenzreihe konvergiert punktweise im offenen Intervall (x0− r, x0+ r).
Die Konvergenz ist in jedem kompakten Teilintervall von (x0 − r, x0 + r)
gleichmäßig.

• Die Potenzreihe divergiert außerhalb von [x0 − r, x0 + r].
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Bemerkung :
r = 0 =⇒ Potenzreihe konvergiert nur für x = x0.
r =∞ =⇒ Potenzreihe konvergiert für alle x ∈ R.

r heißt Konvergenzradius der Reihe. Formel von CAUCHY, HADAMARD

r :=
1

lim sup
k→∞

k
√
|ak|

lim sup bk =

{
größter Häufungspunkt der Folge falls diese beschränkt ist,

∞ anderenfalls.
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Für eine Potenzreihe
∞∑
k=0

ak(x− x0)k mit ak 6= 0 , ∀k ≥ k0 gilt

r := lim
k→∞,k≥k0

∣∣∣∣ akak+1

∣∣∣∣
Bemerkungen:

• In den Randpunkten x0− r und x0+ r ist keine allgemeine Aussage möglich.
Siehe Beispiel.

• Potenzreihen können innerhalb ihres Konvergenzintervalles gliedweise inte-
griert und differenziert werden.
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BEISPIELE:

•
∞∑
k=1

2k

k2
(x− 1)k .

Konvergenzradius r = lim
k→∞

∣∣∣∣ ak
ak+1

∣∣∣∣ = lim
k→∞

2k

k2
· (k + 1)2

2k+1
=

Konvergenz in ]
1

2
,
3

2
[ und Divergenz für |x− 1| > 1

2
.

Randpunkte: x1 =
1

2
bzw. x2 =

3

2
∞∑
k=1

2k

k2
(
1

2
− 1)k =

∞∑
k=1

2k

k2
(
3

2
− 1)k =
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Konvergenzbereich/Konvergezintervall:

Alternativ: r−1 = lim sup
k→∞

k
√
|ak| = lim sup

k→∞

k

√∣∣∣∣2kk2
∣∣∣∣ = lim sup

k→∞

2

( k
√
k)2

= 2

•
∞∑
k=0

(
3 + (−1)k

)k
xk . x0 =

ak =

{
(3 + 1)k = 4k k gerade,

(3− 1)k = 2k k ungerade,

∣∣∣∣ ak
ak+1

∣∣∣∣ =


4k

2k+1
= k gerade,

2k

4k+1
= k ungerade,

lim
k→∞

∣∣∣∣ ak
ak+1

∣∣∣∣ =
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ak =

{
(3 + 1)k = 4k k gerade,

(3− 1)k = 2k k ungerade,

k
√
|ak| =


k
√
4k = 4 k gerade,

k
√
2k = 2 k ungerade.

r−1 = lim sup
k→∞

k
√
|ak| =

Konvergenz in ]− 1

4
,
1

4
[ und Divergenz für |x| > 1

4
.
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Randpunkte: x = ±1
4

:

Reihe:
∞∑
k=0

(
3 + (−1)k

)k
xk .

Summand mit geradem Index k = 2l:

a2l

(
±1
4

)2l

= 42l
(
1

4

)2l

Die Summanden konvergieren für die Randpunkte nicht gegen Null. Notwen-
diges Kriterium für die Konvergenz der Reihe verletzt. Keine Konvergenz in
den Randpunkten!!
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Einige Techniken zur Berechnung von Potenzreihen :

• Geometrische Reihe

• Bekannte (Taylor-)Reihen

• Integration/Differentiation

• . . ..
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Geometrische Reihe:
∞∑
k=0

qk = lim
n→∞

1− qn+1

1− q
=

1

1− q
∀ |q| < 1

BEISPIEL 1) x0 = 0

5

3− 8x
=

Geometrische Reihe mit q = 8
3x. D.h. Konvergenz genau dann wenn

∣∣8
3x
∣∣ < 1 ⇐⇒ |x| < 3

8.
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Taylorpolynom n−ten Grades gesucht:

Taylor-Reihe (falls existent) = Potenzreihe

T∞(x) =

∞∑
k=0

5 · 8k

3k+1
· xk

Taylor-Polynom: Tn(x;x0) =

z.B. T3(x; 0) =

T3(x; 0) =
5
3

(
1 + 8

3x + 64
9 x

2 + 512
27 x

3
)
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BEISPIEL 2)
5

3− 8x
=? x0 = 1 . Ziel :

∞∑
k=0

ak(x− 1)k

Erzeuge statt x−Potenzen (x− 1)−Potenzen!

5

3− 8x
=

Geometrische Reihe mit q = −8
5(x− 1).

D.h. Konvergenz genau dann wenn

∣∣8
5(x− 1)

∣∣ < 1⇐⇒ |x− 1| < 5
8 ⇐⇒ 1− 5

8 < x < 1 + 5
8
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BEISPIEL 3)
8x

x2 − 4
=? x0 = 0 . Ziel:

8x

x2 − 4
= 8x

(
1

x2 − 4

)
=

Taylorpolynom 3. Grades mit x0 = 0:
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