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Logik+Ungleichungen

Wahrheitswerttabellen:
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Ungleichungen - Axiome

Axioen 1: Ssien v,y = 3 beliebig. Darn welue venea e der Besiel angen:
FEy w=y xa
Axiom 2: Cs geoe e | mplikatico:
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Asiom 3: E: gehte die Implikation:

wayhlae = omraan



Logische Aussagen und Operationen

Postulat: Eine Aussage kann entweder wahr oder
falsch sein, ein Drittes gibt es nicht.

Negation:
A oder —A definiert durch w(—A) =F, falls w(A) = W.

Konjunktion: AAB
w(A A B) =W genau dann, wenn w(A) =W, und w(B) = W.
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Alternative: AV B
w(AV B) = F genau dann, wenn w(A) = F, und w(B) = F.
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Implikation: A= B
w(A = B) = F genau dann, wenn w(A) =W, und w(B) = F.

Aquivalenz: A < B
w(A < B) = W genau dann, wenn w(A) = w(B).



Wahrheitswerttabellen:
Beispiel Indirekter Beweis

Die folgende Wahrheitswerttabelle ist gultig:
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Ungleichungen — Axiome

Axiom 1: Seien x,y € R beliebig. Dann gelte genau eine der Beziehungen:
r<y T=Yy T>UY.
Axiom 2: Es gelte die Implikation:

r<yNa<b = z4+a<y+b.

Axiom 3: Es gelte die Implikation:

r<yN0<a = az<ay.



Rechenregeln fiir Ungleichungen

Rechenregeln: Seien a,b € R und a > b. Dann gilt:

1.

=~ W b

(&

VceR: a+cec>b+c
VceeR, ¢c>0: a-c>b-c
VceeR, ¢c<0: a-c<b-c

1 1
5<5,fallsa>b>0

. a>bAe>d = a+e>b+d
.VneN: a>b>0 = a">b"

VneN: a>b>0 = a> b
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Natiirliche Zahlen
Peano Axiome

Peano Axiome zur Charakterisierung der Menge N der naturlichen Zahlen

1) 1 ist eine natiirliche Zahl.

2) Jede natiirliche Zahl n hat genau einen Nachfolger n' (Schreibweise 2=1",
3=2" usw.).

3) 1 ist kein Nachfolger einer natiirlichen Zahl.

4) die Nachfolger zweier verschiedener natiirlicher Zahlen sind voneinander ver-
schieden (daraus folgt insbesondere, dass jede natiirliche Zahl auBer 1 genau
einen Vorganger hat).

5) Induktionsprinzip: Sei A C N mit
(i) 1 € A,
(i)ne A=n' € A.
Dann ist A = N.



Prinzip vollstandige Induktion

Seien ng € N und A(n) eine Aussageform fiir jedes n € N mit n > ng. Wenn die
beiden Aussagen

1) A(ng) ist wabhr,
2) furalle k e N, k> ng: A(k) ist wahr = A(k + 1) ist wahr

gelten, dann ist die Aussage A(n) fir alle n € N mit n > ng wahr.



Ganze Zahlen

Problem: n + x = m ist nur losbar, falls m > n!

Losung: Fuhre
Z =A{0, +1, -1, +2, =2, +3, -3, ... }

ein. Dann hat n 4+ x = m fur beliebige m,n € Z eine Losung x € Z.

Also: Z abgeschlossen gegeniiber Addition, Subtraktion und Multiplikation



Rationale Zahlen

Problem: n - x = m ist nur losbar in Z, falls n Teiler von m/!

Losung: Fuhre

Q={q|qg= %, a,beZ, b#0, a,b teilerfremd}

ein. Dann hat n -z =m in Q die Losung x = > mit m,n € Z.

Bemerkungen:

e "a,bteilerfremd” = Briche, die nur durch Erweitern oder Kiirzen auseinander
hervorgehen, sind keine eigenstandigen Elemente in Q

e Grundlage dafur: Primfaktorenzerlegung von Zahler und Nenner. Es wird
solange " gekurzt”, bis in Zahler und Nenner nur noch unterschiedliche Primzahlen

vorhanden sind oder, was dasselbe ist, gg7T'(a,b) = 1



Reelle Zahlen
Problem: = - £ = 2 ist nicht losbar in Q!

Losung: Fuhre
R = {z | = ist unendlicher Dezimalbruch}

ein.

Bemerkungen:

e Problematisch: Aufschreiben solcher nichtperiodischer Dezimalbruche. Man
kann nur Naherungen angeben, z.B.

1,41 ; 1,414 ; 1,4142; 1,41421 ...
fir z = /2

e Beim Rechnen mit diesen nichtperiodischen Dezimalbriichen muss man sich
im Allg. auch auf Naherungswerte in Form endlicher Dezimalbriche stutzen



Komplexe Zahlen
ldee: Fuhre Zahlenraum ein, der v/—1 enthalt.

Definition:

1. Komplexe Zahl 2 € C: z:=a+b-4, a,b €R, i = —1.
a heiBt Realteil von z: a =: Rez,
b heiBt Imaginarteil von z: b =: Imz

2. Gleichheit: Fur 21 = a1 + b1t € C und 29 = ag + bot € C gelte:
Z1 =29 < a1 =as Ab = bs.
Insbesondere z =a+bi =0 fallsa=0Ab=0.
3. Konjugiert komplexe Zahl z: zu z =a + bi ist Z = a — bi.

4. Betrag |z|: zu z = a + bi ist |z| = Va? + b2

Bemerkung: RC C-denn R={z€ C: Imz =0}
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Elementare Funktionen

Elomentare Funktionen
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Definition
Reelle Funktion einer Veranderlichen

Definition: Sei D C R.
f:D—R

heiBt reellwertige Funktion einer Veranderlichen. Schreibe
y = f(z)

mit x € D der unabhangigen Veranderlichen und y (dem Bild von x unter f) der
abhangigen Veranderlichen.

e D = D(f) C R heiBt Definitionsbereich der Funktion f.
o W={yeR:3x e D mity= f(x)} heiBt Wertebereich von f.



Umkehrfunktion

Sei f : A — B bijektive Funktion.

e Jedem x € A ist genau ein y = f(x) € B zugeordnet.
e Umgekehrt ist jedem y € B genau ein x € A zugeordnet.

Also existiert f~!: B — A mit

f_l(y) =z, falls y = f(x).

f~! heiBt Umkehrfunktion (oder Umkehrabbildung oder inverse Funktion).



Verkettete Funktionen

Seien f:A— Bundg:C — D mit BCC.
Dann ist zu x € A durch f das Element f(x) € B zugeordnet, und

f(x) durch g das Element g(f(x)) € D zugeordnet.
Das Nacheinanderausfuhren von f und g liefert

h=qgof:A—D.

h = g o f heiBt zusammengesetzte oder verkettete Funktion.



Supremum/Infimum

Sei f: D — R Funktion.

e Sei f nach oben beschrankt. Die kleinste obere Schranke von f heil3t
Supremum von f: sup,cp f(z).

e Sei f nach unten beschrankt. Die groBte untere Schranke von f heiBt
Infimum von f: inf,cp f(x).

Unter den Bedingungen an f existieren sup f und inf f in R und sind eindeutig!



Monotone Funktion

Sei f: D — R, y= f(x) Funktion, I C D Intervall.

e f heiBt monoton steigend falls fur x,y € I gilt:
z<y = [f(z) < f(y).

e Falls sogargilt x <y = f(z) < f(y), so heiBt f streng monoton steigend.

e Umgekehrt heiBt f monoton fallend falls fur z,y € I gilt:
z<y = f(z) = f(y)

e Fallssogargilt x <y = f(x) > f(y), so heiBt f streng monoton fallend.



Gerade/ungerade Funktion

Sei f: D — R, y= f(x) Funktion, D symmetrisch beziiglich z = 0.

e f heiBt gerade, falls fur alle x € D gilt:



Periodische Funktion

Sei f : D — R Funktion. f heiBt periodisch, falls o > 0 existiert, so dass fur alle
x €D auch z+ a € D, und

fz+a)= f(z).

a heiBt Periode von f. Die kleinste Periode von f, amin = min{a} heiBt primitive
Periode.



Elementare Funktionen

Elementare Funktionen:

Funktionen, die sich in einer geschlossenen analytischen
Formel als Verknupfung der Grundfunktionen darstellen
lassen, heiBen elementare Funktionen.

Polynome (ganz rationale Funktionen):
fl@)=y=) aws®, an#0, ar,z€R, nEN
k=0

n heiBt Grad, ar, k=1,...,n (k=1 :n) Koeffizienten des Polynoms.



Grenzwerte
und Stetigkeit

Umgebung/Haufungspunkt

Definition: Sei f : [k —» R cine Funktion, sei rp c Rund 0 <d.c c R
o Die Menge Uj(x) = {x € K : |z — xq| < 8} heiBt 4-Umgebung von x

» Entsprechend it U, (f(z0)) = {f(z) € R : |f(x) — flx0) < ¢} eine
e~Umgebung von f(xq)

e D C R heibt offene Menge in &, wenn zu jedem z € D ein § > 0 gefunden
werden kann, so dass Uy(r) C D.

e z € R heiBt Randpunkt, falls x nicht innerer Punkt und es gilt: In jeder
U Uy(x) gibt es mi enfeDundenighD

o a heiBt Haufungspunkt von 12, wenn in jeder 5-Umgebung {75(a) mindestens
ein z f a, x € D, existiert

Nullstellen-/Zwischenwertsatz

Satz: Sei f : [a,b] — R stetig und haben
Jia) und f(b) unterschiedliche Vorzeichen (d.h. f(a) - f(b) < 0).
Dann besitzt f in |a,b| mindestens eine Nullstelle.

Satz: Sei f: a.b] — E stetig und i,

Dann existiert mindestens ein ». o =

flry=y.

Also, nimmt eine stetige Funktion [ jeden Wert
awischen [{u] und fT0) an.

Grenzwert

Definition: Sei [ : 2 — K eine Funktion, sei a = 1 ain Hivfungspunkt in D.
Ein Wert ¢ ¢ X heifit Crenzwer: cer Funktion [ an der Stelle 4, wenn zu jecem
e = 0 ein & = D existier, so dass fir alle » = D mit i —al = ¢ # a, git:

|fix)—gl = e
Uer Grenzwart wird mt ¢ .int, . flx) bezeichnet.

Bemerkung.
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i E
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Umgebung/Haufungspunkt

Definition: Sei f : R — R eine Funktion, sei zg € R und 0 < J,¢ € R.

Die Menge Us(zp) = {x € R: |x — z¢| < §} heiBt 6-Umgebung von xg.

Entsprechend ist Uc(f(z0)) = {f(z) € R: |f(x) — f(xo) < €} eine
e-Umgebung von f(xg).

D C R heiBt offene Menge in R, wenn zu jedem x € D ein § > 0 gefunden
werden kann, so dass Us(z) C D.

x € R heiBt Randpunkt, falls « nicht innerer Punkt und es gilt: In jeder
Umgebung Us(z) gibt es mindestens ein T € D und ein & ¢ D.

a heiBt Haufungspunkt von D, wenn in jeder 6-Umgebung Us(a) mindestens
ein x # a, x € D, existiert.



Grenzwert

Definition: Sei f : D — R eine Funktion, sei a € D ein Haufungspunkt in D.
Ein Wert g € R heiBt Grenzwert der Funktion f an der Stelle a, wenn zu jedem
e > 0 ein § > 0 existiert, so dass fur alle z € D mit |z — a| < J, = # a, gilt:

[f(@) — gl <e.

Der Grenzwert wird mit g = lim,_,, f(x) bezeichnet.

Bemerkung:
e a muss nicht Element des Definitionsbereichs der Funktion sein.

e g muss nicht Element des Wertebereichs der Funktion sein.



Stetigkeit

1. Eine Funktion f : D — R ist linksseitig stetig im Punkt zo € D, wenn

Jim f(z) = f(zo)-

Definition:

2. Eine Funktion f : D — R ist rechtsseitig stetig im Punkt xg € D, wenn

Am (x) = f(zo).

3. Eine Funktion f : D — R ist stetig im Punkt o € D, wenn

lim f(z) = lim f(z) = lim f(z) = f(ao).

TN\(T0 T—T0

Definition: Sei D C R offene Teilmenge. Eine Funktion f : D — R heiBt auf D
stetig, wenn fur alle xg € D gilt

lim f(z) = f(zo).

T—TQ



Unstetigkeitsstellen

Bemerkung:

e Falls lim, »,, f(x) und limg\ 4, f(z) beide existieren, aber verschieden sind
(Sprungstelle), so ist 2 eine Unstetigkeitsstelle erster Art.

e Falls mindestens einer der beiden einseitigen Limite lim, », f(z) und limg\ ¢, f(x)
nicht existiert oder umeigentlich ist, so ist zy eine Unstetigkeitsstelle zweiter

Art.

e Von einer oszillatorischen Unstetigkeit in g = 0 spricht man beispielsweise
bei der Funktion f(z) = sin &

T

Bemerkung: Gilt an z¢g € D

lim f(@) =g = lm f(z), aber f(w0) # 9

so ist f in xg unstetig. Aber die Funktion

* o f(x), falls z # x
@) '_{ g, falls z = xg, ’

ist stetig. xo heiBt hebbare Unstetigkeitsstelle.



Nullstellen-/Zwischenwertsatz

Satz: Sei f : [a,b] — R stetig und haben
f(a) und f(b) unterschiedliche Vorzeichen (d.h. f(a) - f(b) < 0).
Dann besitzt f in ]a, b| mindestens eine Nullstelle.

Satz: Sei f: [a,b] — R stetig und f(a) <y < f(b).
Dann existiert mindestens ein Z, a < < b mit

fZ) =7

Also, nimmt eine stetige Funktion f jeden Wert y
zwischen f(a) und f(b) an.



Differenzierbarkeit

Differenzierbarkeit
Stetigkeit und Differenzierbarkeit

Definition: Sei f: [ — & Funktion, I Intervall. Fiir ry, o € 1 ist
der Differenzenquotient definiert durch:
Ay _ fla) = flao) . —_ . .
AT e T Satz: Sei f: D — [ Funktion in 2y differenzierbar.
Dann ist f an der Stelle z auch stetig.
Definition: Sei [ : I -» R Funktion, I Intervall
£ heiBt differenzierbar in xg € I, wenn der Grenzwert

- flx) ~ flao) . fxo + Ax) — flzp) . . .
- o bow, i TSSO I Bemerkung: Die Umkehrung gilt nicht!
existiert. Gegenbeispiel: f(x) = |x| in ayy = 0.
Bezeichnungen: Dor Grenzwert wird mit

(), oder
ax

besgichne. und AbleiLung oder Differentislquatient vor [ in o genannt.

Differentiationsregeln
Satz von Bernoulli-L'Hospital

Summe, Produkt, Quotient: Seien | und y differenzerbare Funktonen. Oenn
gilt:

Satz [ 3erranlli L'l leapital}

Seier L = 1,0 ofleves Intereal -z = Ju, b
¥ T+ R zrien 2o00 Funltizoen  diffaszierka fiie alle g
[y chervsize mic Ausrahie von oy e bst), Se weiter

e ifrgl=ftyi

eic fffmec fimitec R

o (fa) = 'a | S (Praduktrogel)

T fi

[LEESIN
amviei

o (L) = S flls g # 0 {Quotientenregel).
s gelre g Kettenregel: Seien f und ¢ differenz erbara Funktionen. Dann gt
Wenn

fealzl)

git (A b dar Grermwerr i cdstia ) dann Umbaliefunktion 5. 5=
It aven
B e
i nabl, Viersuler iche o wit sin

Hoéhere Ableitungen

Bemerkung: Se (100 1 s R differenzierbar, so definieren wir relursiy

Fia

die ni-te Ableitung ven f.



Differenzierbarkeit

Definition: Sei f : I — R Funktion, I Intervall. Fir zg,z € I ist
der Differenzenquotient definiert durch:

Ay _ f(=z) - f(zo)

Az r—x9

5[775:80.

Definition: Sei f : I — R Funktion, I Intervall.
f heiBt differenzierbar in xg € I, wenn der Grenzwert

f(x) — f(zo) f(zo + Az) — f(z0)

lim , bzw. lim
T—x0 T — X Az—0 Az

existiert.

Bezeichnungen: Der Grenzwert wird mit

d d
f/(lli())v oder d—];(x(]). oder '—f|:1::.”1,'0

bezeichnet und Ableitung oder Differentialquotient von f in x¢ genannt.



Stetigkeit und Differenzierbarkeit

Satz: Sei f : D — R Funktion in xg differenzierbar.
Dann ist f an der Stelle ¢ auch stetig.

Bemerkung: Die Umkehrung gilt nicht!
Gegenbeispiel: f(x) = |x| in g = 0.



Differentiationsregeln

Summe, Produkt, Quotient: Seien f und g differenzierbare Funktionen. Dann
gilt:

(f+9) =f+4d"

(c- f) =c-f,mitceR,
(

(£

fg) = f'g+ fg’ (Produktregel);

) = LLL& , falls g # 0 (Quotientenregel).

Kettenregel: Seien f und g differenzierbare Funktionen. Dann gilt:
(fog(@)) = (f9(x))) = f'(9(x)) - ¢'(2)

Umkehrfunktion: Ist y = f(x) bijektiv und differenzierbar mit f’(z) # 0, so gilt:

1
frif=4=)

(f) (@) = bzw. (1) (z) =



Hohere Ableitungen

Bemerkung: Sei f(»~1 : D — R differenzierbar, so definieren wir rekursiv

[ (@) = (F" V(@)

die n-te Ableitung von f.



Satz von Bernoulli-L'Hospital

Satz (Bernoulli-L'Hospital)

Seien I =|a, b| offenes Intervall, z¢ € [a,b] mit U(zy) Umgebung von z.

f,g : I — R seien zwei Funktionen, differenzierbar fir alle xy € U(xg) NI
(moglicherweise mit Ausnahme von zq selbst). Sei weiter

lim f(z)= lim g(x)={0,00,—00}.

rz—xo,x€l r—xo,x€l

Es gelte ¢'(x) # 0 fir x € U(xg) NI, x # xo.

Wenn f/(z)
, x
lim ey €RU{-0)
gilt (d.h. der Grenzwer eigentlichen oder uneigentli Sinn existiert), dann
gilt auch
/
lim _f(:r:) = lim (@)

ezl g(x)  z—wzozel g ()



Extrema/Nullstellen

Notwendige/hinreichende
Bedingungen fiir Extrema

(Lokale) Extrema

Dchinition: Diz Munksion £ 2§+ B nesitzt im Inzarvzll L in s ain loka os Masimum
Winier ) bal's es rine c-Umpebung (v gint, in der gils

il e e OIS Lyl

Flirg) s alkio grébiter oo Punktiarswert in dor ¢ L mgebing.

® i, heibt Mazimalstelle (54 0 o zlle),

® Die Zah #zg) hrifit lakales Maximum (Winirear)

Szl (baw. 51 Do) 0 heBL oy echie lokzle
alstel ¢ ung 1) echues lokales Max mum

® st sogar 2
Maxinalsuele (1

thrnrnum]).

* Statt okal sapt man auch relativ

Newton-iteration

Sate [Nisteo-Vielahrn)

Se f oL > Rene auf cinzm Intenall £ 7 [ro - 6z b (8 | cefinere

oweimal stetg differenzerare Fusktion mit (1) £ 0 fir slle Werehin
wistere i ¢ Ko< K < 1mit
‘ “N furallexcd
und
Dann nat £ zenzu aine Null: Zind Fox dratsch

Rewe T, dh. s gt
Ppin=r = Ol =2d n=0,1,2 .|
mit ener Koramanten (0 ¢ B, Aubercem git de Fenerabihiizng

mit 05 W

Fixpunktiteration

Salz. (Bewachscer Fupar atsele n Bl

wiren Cixaul
koawergier:

Bemerkung

als Fixpunktgleichung

wE S urd
den Be @i Anta

Jede Glei

e duch

hung gl

formuliert werden

rte Itarationevige .
diesen Fixpon«t
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MEsdupug e was 2z
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Satz von Rolle/Mittelwertsatz
Satz (Rolle): Sei f : [a,b] — I% stetig und auf |a, b differenzierbar.
Falls f(a) = f(b) existiert mindestens ein xq €|a, b mit
J'(ao) =0.
Satz: Sei [:|a.b] > K slelig und auf |, 3| differenzierbar.
Dann existiert mindestens ein g &]a, b mit

Fibi = fia)

bhoa

0 kann durch Einfubrung vo



(Lokale) Extrema

Definition: Die Funktion f : I — R besitzt im Intervall I in z( ein lokales Maximum
, falls es eine e-Umgebung U,(xq) gibt, in der gilt

f(xo)>(<)f(x) VrelnU(xg).
f(xg) ist also groBter Funktionswert in der e-Umgebung.

e 1( heiBt Maximalstelle ( )-
e Die Zahl f(zq) heiBt lokales Maximum ( )-

o Ist sogar f(xzg) > f(x) (bzw. ), so heiBt xy echte lokale
Maximalstelle und f(x¢) echtes lokales Maximum

e Statt /okal sagt man auch relativ.



Notwendige/hinreichende
Bedingungen flr Extrema

Satz: (Notwendige Bedingung fiir lokale Extrema) Satz: (Hinreichende Bedingung fiir lokale Extrema)

Fur jede lokale Extremalstelle x( einer auf I Sei f: D — R auf einer Umgebung von zy zweimal stetig differenzierbar. Wenn
differenzierbaren Funktion f: I — R gilt fur f an der Stelle zq
a) f'(z¢) =0, oder (o) =0 wund f"(z0) >0

b) o ist Randpunkt von I. gilt, dann hat f an der Stelle z( ein lokales Minimum. Gilt

f'(xo) =0 und f"(z) <0,
so hat f dort ein lokales Maximum.
Ist f in einer Umgebung von x( dreimal stetig differenzierbar und gilt
['(@o) = f"(x0) =0 und [P (x0) #0,

dann ist in zg ein lokaler Wendepunkt gegeben.



Satz von Rolle/Mittelwertsatz

Satz (Rolle): Sei f : |a,b] — R stetig und auf |a, b| differenzierbar.

Falls f(a) = f(b) existiert mindestens ein zg €|a, b| mit
f’(il?()) = 0.
Satz: Sei f : |a,b] — R stetig und auf |a, b| differenzierbar.

Dann existiert mindestens ein xzy €]a, b| mit

f(b) - f(a)

f(@o) = b—a




Newton-iteration

Satz: (Newton-Verfahren)

Sei f : I — R eine auf einem Intervall I D [xg — 7,29 + 7] (r > 0) definierte,
zweimal stetig differenzierbare Funktion mit f’(z) # O fur alle x € I. Weiterhin
existiere K € R, 0 < K <1 mit

|f(;,)(f;)gm) <K firallezel
und f(z0)
Zo
7 (z0) <(1-K)r.

Dann hat f genau eine Nullstelle Z in I und die Newton-Folge konvergiert quadratisch
gegen , d.h. es gilt

Zpy1 — 2| < C(zp —7)* (n=0,1,2,...)
mit einer Konstanten C' € R. AuBerdem gilt die Fehlerabschatzung

- |f(zn) - 1l
— < —— — .
|xn, — | < 7 mit 0 < M min |f'(x)]



Fixpunktiteration

Satz: (Bannachscher Fixpunktsatz in R)

Sei f : I — I eine Funktion die I C R in sich abbildet. Weiter gelte fur alle z,y € I

f(z) — f(y)| < K|z —y]

mit einer von x,y unabhangigen Konstanten 0 < K < 1. Dann hat f genau
einen Fixpunkt € I und die durch z,.1 = f(z,) definierte Iterationsfolge (x,,)
konvergiert fur jeden beliebigen Anfangspunkt zo € I gegen diesen Fixpunkt.

Bemerkung: Jede Gleichung g(x) = 0 kann durch Einfiihrung von

fz) =g(z) +a

als Fixpunktgleichung z = f(x) formuliert werden.



Taylor-Entwicklung

Polynomdarstellung mit einer Entwicklungsstelle

Satz: Jedes Polynom p,,(x) lasst sich fiir beliebiges &y € T8 darstellen:

pal®) =ag - ai{e @) -0+ anle o)
= 3 e
kot
Esgilt (k=0:n):

s
Pre ,(J.'n)
ay = T

Taylor-Polynom

Definition:

e Das Polynom

®) (2 '
Talz) = Z %(I - ao)*,
k=0:n
heiBt Taylor-Polynom rn-ten Grades fiir die Funktion f.

e 1 heiBt dann die Entwicklungsstelle.

e Die Kurven y = T, (x) heiBen Schmiegeparabeln an die
Kurve i = f(x) in der Umgebung von x = xq.

Satz von Taylor

Satz: Sei f: 1 — R auf dem Intervall T (n + 1)-mal differenzierbar.

Sei weiter xp € 1 fest.

Dann gibt es fiir alle 2 € T und zu jedem p C {1,2,....n ¢ 1}
mindestens ein £ zwischen i und 1y, so dass

flay= 3 (e = @) + Balw)

&
mit
Rnlz) =

(G
nlp

ap)P (e £

Die erste Formel heiBt Taylor-Formel mit dem Restglied £, (z)

in der Schlemilch-Form.



Polynomdarstellung mit einer Entwicklungsstelle

Satz: Jedes Polynom p, (x) lasst sich fiir beliebiges x¢ € R darstellen:

Pn(:c) = 4y —+ a,l(x — xo) + -4 an(ZU _ xo)n

= Z ar(x — x0)".

k=0:n

Es gilt (k=0:n):

P (z0)
Kl

arp —



Taylor-Polynom

Definition:

e Das Polynom

()
Z f xo m—ajo)k,

heiBt Taylor-Polynom n-ten Grades fur die Funktion f.

e 1, heiBt dann die Entwicklungsstelle.

e Die Kurven y = T}, () heiBen Schmiegeparabeln an die
Kurve y = f(x) in der Umgebung von z = xy.



Satz von Taylor

Satz: Sei f: I — R auf dem Intervall I (n + 1)-mal differenzierbar.
Sei weiter xg € I fest.

Dann gibt es fiir alle x € I und zu jedem p € {1,2,...,n+ 1}
mindestens ein & zwischen x und zg, so dass

mit

(n+1)
Fula) = * n!p(g) (z — z0)P(z — )" 177

Die erste Formel heiBt Taylor-Formel mit dem Restglied R,,(x)
in der Schlomilch-Form.



Kurven

Kurve: Definition

Db (K ine 0
¥

S0 2 e 0 B shorediesnne manoll ke Shzlzney,

Tangente, Normale, Bogendifferential

Definition:

* X1 (8158117 heiBt Tangentenvestor,

31" heibt Normzlenvektor,

2 e 20 % iz Spaborezenss simaniil

1t o
A in enitl i

der Kurve x(¢1 im Punit (oit), @it

Bogenlange: {Bogendifferential}

ds o \EL | gritdi

neiBe Differential der Bogen'anze (oder Bogenelement), wobei di das Differential
der unabhingigen Variablen i ist,

Kriimmung

Definition (Mathematisch Formal):
Die Kriimmung einer regularen Kurve x(t) = (2(t),y(t))7, t € [a,B] mit zweimal
stetig diff'baren Funktionen z,y : [a,b] — R betragt im Punkt P(t) = (z(t), »(t))"

o(t) = tim 27 _ da _ HOWHY ~ (030
ass0ds T ds \f@(0) + P 0)
Falls die Kurve als Graph der zweimal stetig differenzierbaren Funktion f : [a, 5] —

mit x(t) = (t, f(t))" gegeben ist, ergibt sich

()

= i o

R= Fl?l heiBt Kriimmungsradius.



Kurve: Definition

Definition: (Kurve im R?)
Sei G C R? und [a,b] C R ein abgeschlossenes Intervall. Jede Abbildung

x:[a,b] > G, x= (m1> ;
mit stetig differenzierbaren Funktionen z, : [a,b] — R und 2 : [a,b] — R heiBt
Kurvenstick in G mit

e Anfangspunkt x(a) = (z1(a), z2(a)) ",
e Endpunkt x(b) = (x1(b), x2(b)) T,
e Spur {x(t)|a <t < b}.

Zur Darstellung der Kurvenpunkte aus dem R? werden Spaltenvektoren verwendet:

(2) = (z1,22) "

Ein Kurvenstiick heiBt regular, wenn fir alle ¢ € [a, b] gilt:

(4 (1))* + (25())° > 0.

Eine Parameterdarstellung des Kurvenstiicks mit dem Parameter ¢ ist gegeben durch

1 (1)
t) = .
x0 = (0
Durch wachsende Werte des Parameters ¢ ist fuir das Kurvenstiick eine Orientierung
gegeben.
Eine Aneinanderreihung von Kurvenstiicken K; (i = 1 : r), wobei der Anfangspunkt
von K; dem Endpunkt von K;_; (i = 2 : r) entspricht, heiBt Kurve.

St nur ein K 1\1 vornanaen, Il es Ot a | 1S Aurve cnne



Tangente, Normale, Bogendifferential

Definition:
o x(t) = (&(t),y(t)) " heiBt Tangentenvektor,
e n(t) = (—y(t),z(t))" heiBt Normalenvektor,
der Kurve x(t) im Punkt (z(t),y(t))".

Bogenlinge: (Bogendifferential)

ds := \/22(t) t)dt.

heiBt Differential der Bogenlange (oder Bogenelement), wobei dt das Differential
der unabhangigen Variablen t ist.



Krummung

Definition (Mathematisch Formal):
Die Kriimmung einer regularen Kurve x(t) = (z(t),y(t)) ", t € [a,b] mit zweimal
stetig diff'baren Funktionen z,y : [a,b] — R betragt im Punkt P(t) = (x(t),y(t)) "

Ao do @()§(t) - ( )E(t
) = m A T V@20 + 203

Falls die Kurve als Graph der zweimal stetig differenzierbaren Funktion f : [a,b] — R
mit x(¢) = (¢, f(t)) ' gegeben ist, ergibt sich

f”(t)
NCERVAO)BE

k(t) =

R = |—,1€| heiBt Krummungsradius.



Integrale

Unbestimmtes Integral/Stammfunktion Integrationsregeln

Satz (Licamat dz unacst mmezn Integas)
Definition: L4 2 bunkidnen mit Sammiunkuanze und Zen o0 0 2 Ken
Sei f : 1 -+ R Funktion (f < E). Dann heiBt eine differenzierbare Funktion gee Uaan gl
#': f = IR mit der Eigenschaft ¥

BT ORI P

Feg

Stammfunktion von f. Ist F Stammfunktion von f, so heiBt der Ausdruck

emsinelior o " dhn

Y seciniver. Dacn gilt

jf[;—) de = Flz)+C
mit £ © K einer Konstanten, unhestimmtes Integral der Funktion

* Dic C heift Tatele Inegrationl:

<ty fine = w Riffusertioticn Spt

o Das unbestimmte Integral von f ist die Gesamtheit aller Stammfunktionen
von .

o Die Funktion f heiBt Integrand.

Uneigentliches Integral Riemann-Integral

. N \ Definition: [Riemannsches Integral)

Definition: (lIncgentlizhes Integ

Te Fl.nkrirxs :m;w e e ffanen Inserall A, mthc RIL ] ne Sei J ¢ [o,b] =+ R beschrankte Funktion. Dann heibt § Riemann-integrierbar, falls
e Intaniall (o, ), stiickesisa stesig, Durch die Vereinbanungen Le=1r

Der gemainsame Grenzwert wird bestimmtes Riemannsches Integral von f iiber [a, 5]

al 21 dx genannt )
o
W P - / 1) .
© a neifit untere, b obere Integrationsgrenze,
erexcitern wir dzn Integes lbegrif auf © [a. 6] heibt Inegrationsintervall,
a) Integranden [1), die bel x & unbeschrirat sine, o i heiBt Integrationsvariable

o unbes:?

ke Integrations tera e fe, o] o f(x) heibs Intogrand

Hauptsétze

Satz (Emtar Hauptsat der tierontial urd Integralrecnaung)
Ist 7 F 2 E auf cem Inte~vall § stetiz cann ist die Fuaktion & memebon cusch

Fis) = j Cpi e

mic.ee & L ene Stammlunktion vor S,

Satz: {Zweiter Hauptsatz der Uifterentizl- urd Intagralrechnung)

Ist & Stammtfunktion ciner stetigen Fun<tion f -4 2 2 autf dem Intenvall 2
Dann gt fur belic

!
7.l

L= Fib = Fia)




Unbestimmtes Integral/Stammfunktion

Definition:
Sei f : I — R Funktion (I C R). Dann heiBt eine differenzierbare Funktion

F : I — R mit der Eigenschaft
F'=f

Stammfunktion von f. Ist FF Stammfunktion von f, so heiBt der Ausdruck

/f(x) de = F(x) +C

mit C' € R einer Konstanten, unbestimmtes Integral der Funktion f.
e Die Konstante C heiBt Integrationskonstante.

e Das unbestimmte Integral von f ist die Gesamtheit aller Stammfunktionen
von f.

e Die Funktion f heiBt Integrand.



Integrationsregeln

Satz (Linearitat des unbestimmten Integrals):
Seien f,g : I — R Funktionen mit Stammfunktionen und seien c¢;,co € R Kon-

stante. Dann gilt

/(clf(:c) + cog(x)) dxr = ¢ /f(:c) dz + ¢y /g(a:) dz.

Satz (Substitutionsregel):
Sei f stetige Funktion auf dem Intervall J und ¢ stetig differenzierbar auf dem

Intervall I. Es gelte ¢(I) C J und die Umkehrfunktion ¢! existiere. Dann gilt:
1. [ f(¢(2)¢'(z) dz = [ f(t) dt, mitt=d(z),
2. [ f(z)dx= [ f(o(t)e'(t) dt, mitz = ¢(t).

Bemerkung (Partielle Integration):
Aus der Produktregel fur die Differentiation folgt:

Fur zwei auf einem Intervall I stetig differenzierbare Funktionen f und g ist f - g
eine Stammfunktion von (f - g) = f'g+ fg’ und es gilt:

f(@)9(z) = / (f'(2)9(z) + f(2)g (z)) dz, baw.

[ £@3@) do= @)g@) - [ f@)g



Riemann-Iintegral

Definition: (Riemannsches Integral)
Sei f :[a,b] — R beschrankte Funktion. Dann heiBt f Riemann-integrierbar, falls

Der gemeinsame Grenzwert wird bestimmtes Riemannsches Integral von f tber [a, D]
genannt:

I:/abf(:n) iz,

e a heiBt untere, b obere Integrationsgrenze,
e |[a,b] heiBt Integrationsintervall,
e z heillt Integrationsvariable,

e f(x) heiBt Integrand.



Hauptsatze

Satz: (Erster Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)
Ist f: 1 — R auf dem Intervall I stetig, dann ist die Funktion F', gegeben durch

F(z) = / " F) dt

mit z,a € I eine Stammfunktion von f.

Satz: (Zweiter Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)
Ist ' Stammfunktion einer stetigen Funktion f : I — R auf dem Intervall I.
Dann gilt fur beliebige a,b € I

/ f(t) dt = F(b) — F(a) = F(z)|?.



Uneigentliches Integral

Definition: (Uneigentliches Integral)
Die Funktion f sei auf dem rechts offenen Intervall [a,b], mit b € R U {oco} und
jedem Intervall [a, c], ¢ < b stiickweise stetig. Durch die Vereinbarungen:

c, b

2) /  f(@) do = lim / " f(z) da
b) /aoo f(x) dz = Cll)rglo ac f(x) dx

erweitern wir den Integralbegriff auf
a) Integranden f(z), die bei x b unbeschrankt sind,

b) unbeschrankte Integrationsintervalle [a, oo|.



Numerische
Integration

Trapezregel Simpsonregel

Idee:
Berechne das Integral des Interpolationspalynoms!

Trapezregel:
Sei w = wp < @y < o0 oy, — beine Unterteilung des Intervalls [a,B] und seien
wo= i), dann kann das Integral angendhert werden:

d - 1+
/ f':.cfldr-"-'zy' s y‘l'l'.' ay-1)

Yenligemeinorung
5 3 ¢
I al “
ol « Lan® sxstensr lailo
© Uzstmms hur [ci -
une Gzrechee dos 1
.
. .
n . [ICRR I O
Berechnungsidee:

* Hun kann dis gzamte e & scisch el s it da Simpeen Hal,
Flichien abalt jedes Abzulnitles (Hole X Sreie):

"
fividr o
| fixax

B T I O I A 3 N IR



Trapezregel

Trapezregel:
Sei a = xg < 1 < --- < x, = b eine Unterteilung des Intervalls [a, b] und seien
y; = f(x;), dann kann das Integral angenahert werden:

-, -, e, e ... ------

—
—

a=x, b=xn X
Berechnungsidee:
Flacheninhalt jedes Abschnittes (Hohe x Breite):

Yi+1 + Yi

5 (Tir1 = Ti)



Simpsonregel

Idee:
Berechne das Integral des Interpolationspolynoms!

/ f(z) d / () da

Verallgemeinerung:
Sei (zi,y;) (i =0,...,n) mit ; = a+ih, wobei h = 2=2 3quidistante Stiitzstellen,
also [z, z,] = [a,b]. n = 2m sei gerade angenommen.
e Dann existieren Teilintervalle [zog_2,22x) (k =1,...,m) so dass
m
[0, zn] = | [z2h—2, T2r].
k=1

o Bestimme fiir [y _2, zox] die Wertepaare (zox—2, Y2k —2), (T2k—1, Y2k—1)s (T2k, Y2k ),
und Berechne das Polynom py(z) mit pa(zor—;) = yor—; ( =0,1,2).

e Das Integral im Teilintervall [zor—2, z2k| ist dann gegeben durch die
Kepplersche Fassregel:

T2k h
/ p2(z) dz = §(y2k—2 + dyor—1 + Y2r)-

2k—2

e Nun kann das gesamte Integral berechnet werden mit der Simpson-Regel:

[0 = [ o

= —[(yo+yem)+2(y2a+ya+- - +Y2m—2)+4v1 +ys+ -+ Y2m-1)]

oo;-'



Interpolation

Interpolationsproblem

Prahlamstellung {Inremaiatioasahiam]
S die Wertetaselle

Lagrange-interpolation

Satr {| zz-ange-Palynom)
Das Polynem pa A

ML Koeflizientenpolynemen

mit Stiitrstelier my, wnd Wemen O I )
Darm besashit ds Interpola onspeobler dor n, sine steti differsne e sare Far ativ v = 1 el
Fowm, 2R finden s das

i
P=u0l e

eriillt das Intcrpo/ationsproblem, o (x1 beifit Lagranze-Folyrom
Lyix) £nd Produkte sus v Linearfaktoren und daher Polynome n-ten Grages

Bemerkung:
i ES bl rar =9 Fowasm e, v Grad e das die Bedingung=
kD) ol
.;»!n T 1 ) a fir e =1 i
Newton-Interpolation

Bemerkung: (Neveton Interpo ation)

« Ansatz

JONE




Interpolationsproblem

Problemstellung: (Interpolationsproblem)
Sei die Wertetabelle

(.CC(), y0)7 (x17 yl)) R (xna yn)7
mit Stiitzstellen xx und Werten y; gegeben (K =0,1,...,n).

Dann besteht das Interpolationsproblem darin, eine stetig differenzierbare Funktion
f : [0, zn] — R zu finden, so dass

flz;)=v;, i=0,1,...n.

£ Y

Yo




Lagrange-interpolation

Satz: (Lagrange-Polynom)
Das Polynom p,(z) = >77_, L;j(x)y; mit Koeffizientenpolynomen

Liz)= ]] S

Tj — T
i=0,i#j 7 ¢

erfullt das Interpolationsproblem. p,,(z) heiBt Lagrange-Polynom
L;(z) sind Produkte aus n Linearfaktoren und daher Polynome n-ten Grades.

Bemerkung:
Es gibt nur ein Polynom p,, vom Grad n das die Bedingungen

Pn(CUz) — Yi

fur+=0,...,n erfullt.



Newton-Interpolation

Bemerkung: (Newton-Interpolation)

e Ansatz:

Pn(x) = by +b1(x—xzg)+bo(z—20)(x—21)++bp(x—20) - (T —Tp_1)

e Bestimme b;, so dass p,(x;) = y;, erhalten gestaffeltes Gleichungssystem.

Yo = bo

y1 = bO + bl (331 — ZE())

Yy2 = bo + b1 (55'2 — ZUQ) + bz(:Ug — 370)(372 — 5[;1)

Yn = bo+bi(xn —x0)+ b2(xp —x0)(Tr — 1)+ -+

bn(Tn, — o) (T — 1) ... (Typ — Tp—1)



Funktionenfolgen
und -reihen

Zahlenreihen Funktionenreihe

Definition: (Unendliche Reihe)
Betrachte Zahlenfolge ag, ay,a2,... € . Addiere die Elemente nacheinander auf

Dcfinition ([ aktiananribz)
und erhalte neue Zahlenfolge (s,,)

(0x] e Funktionen vge aul . Deliiere vine nese Funk.oreafelye (s

So =g, #1 =09 + Gy, 82 =dg+ a1 +06z,...

(84) heiBt unendliche Reihe (oder kurz Reihe), Schreibe auch

liche: Reike adar Reihz der Tunkti
urid # Tek ader Faro

agtaytaz+ooe oder Y ay
=
Die Glieder a,, der Zahlenfolge (u,,) beien auch Glieder der Reihe Y07 ae. ocer Y i mit s = L

Sin/Cos (als Reihe) Cauchy-Kriterium

Definition: (Sinus und Cesinus) Satz: | Caveks Kritarium fir gleizamiilige Kowergenz won “ur<sonsarsiber)

Auf ganz R sind folgende Reihen konvergent: Eire Heil aul L2 beschrnkten Funktivnen S kersersie . aul £
e L
%0 2k 2 A 3 Fu e e gt M, S ass e alk o oo T g
@ xT & xr
cos(z) = Z(_lj‘*f:]__-__,- . N
(2k)! 20 4 6! L .
fe
oo M z 2 2 W
sin(z) = = - =
) gt ) (2k+1)! 11 3 5

Die so erklirten Funktionen heiBen Sinus- und Cosinus Funktion,

Exponentialfunktion (als Reihe)

Definition: {Cxponentialfunktion)
Die Funktion exp : £ = B

o ot a? g
F=l+x+_ ;

expla) i=
L

heift Exponentialfunktion,

Satz: (Additionstheorem)
Fir die Funktion exp : R —+ R gilt das Additionstheorem:

exp(x) - exp(y) = exp(z + y)-



Zahlenreihen

Definition: (Unendliche Reihe)
Betrachte Zahlenfolge ag,a1,a2,... € R. Addiere die Elemente nacheinander auf
und erhalte neue Zahlenfolge (s,,):

So =ap, S1 =Qapt+ai, Sog =ap+ai; +aoq,...

(8y) heiBt unendliche Reihe (oder kurz Reihe). Schreibe auch
ag+ai1 +az+--- oder Zak'
k=0

Die Glieder a,, der Zahlenfolge (a,,) heiBen auch Glieder der Reihe Y .- ax.



Funktionenreihe

Definition: (Funktionenreihe)
Sei (fx) eine Funktionenfolge auf D. Definiere eine neue Funktionenfolge (s;)

durch: .
Sn =ka, n=20,1,2,...
k=0

(spn) heiBt unendliche Reihe oder Reihe der Funktionen ( f%).
fr heiBen Glieder der Reihe und s,, Teil- oder Partialsummen.

Ibe kurz



Cauchy-Kriterium

Satz: (Cauchy-Kriterium fiir gleichmaBige Konvergenz von Funktionenreihen)

Eine Reihe > 7., fx mit auf D beschrinkten Funktionen fi konvergiert auf D
genau dann gleichmaBig, wenn gilt:

Zu jedem € > 0 gibt es ng € N, so dass fur alle m > n > ng

m

> f

k=n-+1

< €.

O



Exponentialfunktion (als Reihe)

Definition: (Exponentialfunktion)
Die Funktion exp : R —+ R

.Tk_l .T2 5133
ﬁ_ +IB+§—|—§+"‘

heiBt Exponentialfunktion.

Satz: (Additionstheorem)
Fur die Funktion exp : R — R gilt das Additionstheorem:

exp(z) - exp(y) = exp(z + y).



Sin/Cos (als Reihe)

Definition: (Sinus und Cosinus)
Auf ganz R sind folgende Reihen konvergent:

o0 2k 2 4 6
_ Y T R T AT

cos(z) = ) (V=g t

k=0

o0 2k+1 3 5
- _ 1kt _r_ ¥ ..
sin(a) - = kz( D Grsi~ 1 3 5

=0

Die so erklarten Funktionen heiBen Sinus- und Cosinus Funktion.



Fourier-Reihen

Fourier-Polynom

Frage: Lisst sich ein f{r) durch geeignete Wah! von a,,, by, darstellen als

flz) =

a,, cos(nz) + by, sin(nzr))

= lim %"'Z.ju,,m..;n;]-:.,,m[.u.

Berechnungsformel: (Fourier Analyse}

Unter der Voraussetzung, dass es cine Darstellung [l = % 0 3207 (e, vosina] |

hsin(iec]) gibt die gleichmiBig konvergier!, lassen sich die Fourier Koeffizienten

. By berechnen durch die Fourier-Analyse:

P l:j Flajeosnr) de n=1,1,2,...,

1 PP
7j flz)sininz) de n=1.2,....
E -

L

Il

Komplexe Schreibweise

Bemerkung: (K lexe Schreibweise einer Fourier-Reihe)

Mit den folgenden Vereinbarungen und den Eulerschen Formeln:

ea ,=a,b:=0undb ,i=-b firn=01,2..,

iy g
® = Tl firn g E,

pins

P
® cosfru) =

Interpolierendes Fourier-Polynom

mit Keetfizicnzen

ozischan
w2

int das zindreatig, zestimmts interpolicende Pelynom zu den gegebenen Stiitzstellen,

dh. 25 gile:

i=0

Definition: (Unen
Betrachte Zahlenfc
und erhalte neve 2

'

(#2) heiBt unendix

Die Glieder a,, der



Fourier-Polynom

Frage: Lasst sich ein f(z) durch geeignete Wahl von a,,, b,, darstellen als
ag
flx) = ) Z an, cos(nx) + by sin(nx))

= lim
m—00

ag - :
) + nz::l(an cos(nx) + by sin(nx)) | ?

Berechnungsformel: (Fourier Analyse)
Unter der Voraussetzung, dass es eine Darstellung f(z) = %2+, (an cos(nz)+
b, sin(nz)) gibt die gleichmaBig konvergiert, lassen sich die Fourier-Koeffizienten
an, b, berechnen durch die Fourier-Analyse:
1 ™
a, = — f(x)cos(nx) dr n=0,1,2,...,
T —Tr
1 [7 ,
by = — f(x)sin(nz) de n=1,2,....

7-‘-—7'('



Komplexe Schreibweise

Bemerkung: (Komplexe Schreibweise einer Fourier-Reihe)
Mit den folgenden Vereinbarungen und den Eulerschen Formeln:
® a_, :=ap, bp:=0und b_,, :=—-b, furn=20,1,2,...,

° anzz%ﬁjrnez,

InT —inx
e —e

27 ’

ezn:x: _|_e—zn:1:

2

e cos(nzx) = und sin(nz) =

kann man eine Fourier-Reihe zu einer Funktion f(x) kompakt schreiben:



Interpolierendes Fourier-Polynom

Satz: (Interpolierendes Fourier-Polynom)

Es seien £k = 2n (n € N) Werte yo,vy1,¥2,---,Yx = Yo einer 2m-periodischen
Funktion an den aquidistant verteilten Stutzstellen xg,z1,2Z2,..., 2, = xg + 27
gegeben. Das spezielle Fourier-Polynom vom Grad n

*

6 — a,,
=3 ,CZ_: ay, cos(kz) + by, sin(kz)] + > * cos(nx)

mit Koeffizienten

. 2
ag = E(y0+y1+"'+yn)
k—1 .
. 2 J2m
a, = v (y; cos(mT)
j=1
k—1
2 2
by, = s - (y; sm(m%)

1

.
I

ist das eindeutig bestimmte interpolierende Polynom zu den gegebenen Stiitzstellen,
d.h. es gilt:

gn i) =Yyjs J=0,..., k.



Anwendung

Advections-Diffusions-Gleichung

Spurenstoff-Ausbreitung

Beispiele 9 Gotvp V-luvel -0 . .
o ’ Losungs-Perspektiven

Spurenstoff (ggfi:

Komponenten)

Aaneptasice WAdus fache Ol

Schadstoff-Ausbreitung Vulkanasche-Ausbreitung Formalisierung

Algorithmus

Angrverdt sl vieks Purkle eines
Gitters engibt das einen Algoathmus:

- aeaa

o i g n A I

Lasung der Transportgleichung

Mo D ey

R Y S o

Danrraing: b

P T~ PR

Losung der Trajektoriengleichung

Problem: In der Gleichung

i = vz, t)

tritt = auf beiden Seten auf und ist unbekannt
Eine Maglichkeit Fxpunktiteration!

Bemerkung s
Vordesung Uitferentia




Spurenstoff-Ausbreitung
Beispiele

il =il (wbsgrzed time). 00h

Atmospharische Schadstoffe Vulkan Asche Ol-Unfalle

Canoarrratice [ppem)



Advections-Diffusions-Gleichung

Op _ .
a_i + V- (vp)+V-(uVp) =0

Spurenstoff (ggfls. multi-Komponenten)
p:QAxT —-R™ QcCR?

Gegebenes Windfeld
v:QOxT—R?

Gegebener Diffusionskoeffizient
p:AxT—R



Vereinfachung: 1D Advektion

Beispiel: lineare Advektion mit konstantem Wind

du du
— - — =0 =1
7 + v o 0; wo




Losungs-Perspektiven




Formalisierung

e Position: = = x(t).
e Velocity: v = v(x,t).
Position kann berechnet werden durch Lésung von

o

T=— = v(x,t)

Mit Anfangsbedingung z(t = 0) = xg




Lagrange Transport

Die Gleichung (mit Quellterm):

dp

— = s(x,t
v d 0 [o) d
mlta—§+8_$ d_::

Bemerkung: Mit & = ‘]1—’ und & = v(x,t) erhalten wir
dt ?

Sl Google-earth

dp Op dp
— = — +v— = s(z,1).
dt ot JH(‘);L- 5(2,1)

Zusammenfassung: Es mussen also zwei gewohnliche Differentialgleichungen gelost
werden:

x =w(x,t), x(0) = xo,
p = s(z,t), p(z,0) = pO(CC).

Bemerkung: Haufig werden in realen Simulationen sehr viele Partikel verwendet!



Losung der Trajektoriengleichung

Problem: In der Gleichung
T = v(x,t)

tritt £ auf beiden Seiten auf und ist unbekannt.
Eine Moglichkeit Fixpunktiteration!

Bemerkung: Bessere Moglichkeiten lernt man in der
Vorlesung Differentialgleichungen nachstes Semester.



Losung der Transportgleichung

Idee: Die Gleichung
p = s(x,t)

hangt auf der rechten Seite nicht von p ab und daher kann man den Differentialop-
erator naherungsweise schreiben:

. dp _ plz(t+ At),t + At) — p(z(t), )
P="at ™~ At

Bemerkung: Man nennt diese Methode finite Differenzen Methode.



Algorithmus

Angewandt auf viele Punkte eines
Gitters ergibt das einen Algorithmus:




chadstoff-Ausbreitung

Cygnet Complex Fire

Yellowstore Lake

d
3—f+V~(Vp)+V'(Wp)=0

MW Nasa.gov/mission
ires/main/usa/index,html







Vulkanasche-Ausbreitung

Lat [degree]

110

oncentration [kg/m* ]

A o — N - : :
June 15, 1991: 22,50 e

Dave Harlow, USGS, CVO Photo Archives

Lon [degros]

Time: 0,00 h




Lon [degree]

a0 100

‘Jf.l*‘-gl_;__d__ﬂ-_.l_lf‘gl._bv.l._dli-‘_l»lilﬁnglwl_L_J S Y W R _— | | T

1,000e-01
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Taylor-Entwicklung
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