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Fourier-Reihe
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Erinnerung:
Trigonometrisches
Funktionensystem

Definition: (Trigonometrisches Funktionssystem)
Die Funktionen 1,sin(nz),cos(nz) fur n € N bilden das
trigonometrische Funktionensystem {1,sin(nz), cos(nz)}.

1e Funktionen mit Hilte d onometrischen Funktionens ms darstellen!

B kung: Jede 1. iodische Funktion [ lasst sich durch die Transformation
. L
floy= st 2?)

in eine 2u-periodische Funktion [ umwandeln, (Betrachte also 2ii-periodische Funk-
tionen).

Berechnungsformel {Faurier Analyse)
Unter der Vorausseleung. dass 5 eine Darstellung 1 % i fromi—
b, 1 gibt din geichmiiliy konvergiert, lassen sicn die faurier Kaefiz enten

L™ herechren durch dic Fourer-Analyse:
14 N
o = -[ Sixiom{n) e w=012,...,
LU
1
b / Firlsiniaz dz e 1,7,
Al
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Orthogonalitatsrelationen fiir trigonometrisches Funktionensystem:
Fiir k.n € N gilt:

ol
/ cos(nz)sin{kz) dz = 0,
o -~

/. sin(na)sinfke) de = dpen.

-n

=
/ cos(nrlcos{kz) dz = &,

«

“ ( sonst

Frage: Sei {: @ — [ eine 2y-pericd'scne Funktior. Lisst sich dann eine Darstel-
lung
"W e N
Fx) u" | Z(ﬂ,. ovelnl b vinler))
-1

Fir gesignete 4y 0p,.. . by e, .. & Rfnden?
U2 Partialsummen i2,,] werden durch die tr zonometrizcaen Pelynome

fon = "7‘ = Nl onsioe] + i sind

w=u,...

definiert,



Definition: (Trigonometrisches Funktionssystem)
Die Funktionen 1, sin(nx), cos(nx) fur n € N bilden das
trigonometrische Funktionensystem {1, sin(nz), cos(nx)}.

Ziel:
Periodische Funktionen mit Hilfe des trigonometrischen Funktionensystems darstellen!

Bemerkung: Jede L-periodische Funktion f lasst sich durch die Transformation

L

foy = £t55)

in eine 2m-periodische Funktion f umwandeln. (Betrachte also 27-periodische Funk-
tionen).



Orthogonalitatsrelationen fur trigonometrisches Funktionensystem:
Fur £,n € N gilt:

/ cos(nz)sin(kx) der = 0,

—Tr

/ sin(nx) sin(kx) de = Onim,

— 7T

/ cos(nz)cos(kx) dr = Opim.



Frage: Sei f : R — R eine 2m-periodische Funktion. Lasst sich dann eine Darstel-
lung

Z an, cos(nx) + by, sin(nx))

fur geeignete ag,a1,...,b1,b2,... € R finden?
Die Partialsummen (s,,) werden durch die trigonometrischen Polynome

Sm = % + Z(an cos(nz) + b, sin(nx)), m=0,1,...

n=1

definiert.



Berechnungsformel: (Fourier Analyse)
Unter der Voraussetzung, dass es eine Darstellung f(z) = L+~ (an cos(nz)+
b, sin(nz)) gibt die gleichmaBig konvergiert, lassen sich die Fourier-Koeffizienten
an, b, berechnen durch die Fourier-Analyse:
1 T
an = - f(x)cos(nz) dr n=0,1,2,...,

1 T
— f(x)sin(nz) dr n=1,2,....
™ —Tr

— T

bn

Jean Baptiste Joseph Fourier
*1768 Auxerre 11830 Paris




Fourier-Reihe

Definition: (Fourier-Reihe)

Nach der Herleitung der Fourier-Analyse lasst sich formal fiir jede integrierbare
Funktion f die Reihe

%0 + i(a.. cos(nx) + by, sin(nz))

n=1

bilden. Sie heiBt Fourier-Reihe.

Frage: Fur welche f konvergiert die Fourier-Reihe gegen f7

Satz: (Konvergenz von Fourier-Reihen)
Sei f: R — R eine 2m-periodische, stiickweise glatte Funktion.
Dann konvergiert die zugehorige Fourier-Reihe punktweise gegen f.

In jedem abgeschlossenen Intervall ohne Unstetigkeitsstellen von f
ist die Konvergenz sogar gleichmaBig.



Definition: (Fourier-Reihe)
Nach der Herleitung der Fourier-Analyse lasst sich formal fur jede integrierbare
Funktion f die Reihe

?O z an, cos(nx) + by, sin(nx))

n=1

bilden. Sie heit Fourier-Reihe.

Frage: Fur welche f konvergiert die Fourier-Reihe gegen f7?



Stiickweise glatte
Funktion

Definition: (stiickweise glatte Funktion)
Sei f: I — R auf einem Intervall I definiert. f heiBt stuckweise glatt falls:

1. f ist stetig differenzierbar, ausgenommen auf einer Menge von Punkten, die
sich in I nirgends haufen.

2. In diesen Ausnahmepunkten z; existieren die rechts- und linksseitigen Gren-
zwerte und Ableitungen:

f(zi+0) und f(z: —0),
f(@i+0) und f(a;—0).

Es existieren also die Grenzwerte

' _ i L@ R~ f(@i+0)
f(zi+0) = }l,\n}) - ‘
fl(zi=0) = '}i}%f(z'+h);f(1.—0).

3. In allen Punkten z; ist der Funktionswert f(z;) das arithmetische Mittel der
einseitigen Grenzwerte (\Vercinbarung)

J(z) = 5 (F@i +0) + (- 0).

Stickweise glatte Funktion
f(x)




Definition: (stiickweise glatte Funktion)
Sei f : I — R auf einem Intervall I definiert. f heiBt stiickweise glatt falls:

1. f ist stetig differenzierbar, ausgenommen auf einer Menge von Punkten, die
sich in I nirgends haufen.

2. In diesen Ausnahmepunkten x; existieren die rechts- und linksseitigen Gren-
zwerte und Ableitungen:

f(x; +0) und f(z; —0),
f'(xzi+0) und f'(z; —0).

Es existieren also die Grenzwerte

f(xi+h) — f(zi +0)

f,($i+0) — %1{‘% h y
/ o f@ith) = f(z —0)
[z —0) = }{% . :

3. In allen Punkten x; ist der Funktionswert f(x;) das arithmetische Mittel der
einseitigen Grenzwerte

f(zi) = 5 (f(xi +0) + f(z; — 0)) .

N | —



» Stlckweise glatte Funktion

— - - L e )

f(x)



Satz: (Konvergenz von Fourier-Reihen)

Sei f:R — R eine 2m-periodische, stuckweise glatte Funktion.
Dann konvergiert die zugehorige Fourier-Reihe punktweise gegen f.

In jedem abgeschlossenen Intervall ohne Unstetigkeitsstellen von f
ist die Konvergenz sogar gleichmaBig.




Besselsche Ungleichung
Parsevalsche Gleichung

Satz: (Besselsche Ungleichung)

Fiir jede auf [—m, 7] quadratisch integrierbare Funktion f(z) gilt fiir alle n € N die
Besselsche Ungleichung

ap S 2 2 1",
. < = .
2 +k§=|(ak +b;) < - ./_"f (z) dz
Dabei sind a; und by die Fourier-Koeffizienten von f. o

Folgerung: (Parsevalsche Gleichung)
Mit Hilfe der Vollstandigkeit des trigonometrischen Funktionensystems folgt die
Parsevalsche Gleichung
gy > 1 "
2 g2y _ 1 2000 g
> + kz—l(ak +bg) = - f{x) da.

Bemerkung: Aus der Parsevalschen Gleichung folgt insbesondere, dass die Fourier-
Koeffizienten einer integrierbaren Funktion Nullfolgen sind:

li =0, lin by =0
dig =00 Jun b

Satz: (Punktwiese und gleichmiRige Konvergenz von Fourier-Reihen)
Sei f: [ — [ eine 27-periodische, stiickweise glatte Funktion.
Dann konvergiert die zugehorige Fourier Reihe absolut gegen f.

Fiir die Fourier-Koeffizienten a;.. i, folgt auBerdem die Konvergenz der Reihen

o

Z o] und i .
k=1

k=1



Satz: (Besselsche Ungleichung)
Fiir jede auf [—7, w] quadratisch integrierbare Funktion f(x) gilt fiir alle n € N die
Besselsche Ungleichung

_|_

NE

@) < [ (o) da

“0
2 T

=
I
—

Dabei sind a; und b; die Fourier-Koeffizienten von f. \l

Folgerung: (Parsevalsche Gleichung)
Mit Hilfe der Vollstandigkeit des trigonometrischen Funktionensystems folgt die
Parsevalsche Gleichung

?—I—’;ak—l—b - _wf(:c)da:.

Bemerkung: Aus der Parsevalschen Gleichung folgt insbesondere, dass die Fourier-
Koeffizienten einer integrierbaren Funktion Nullfolgen sind:

lim ap, =0, lim by =0
k—o0 k—o0



Satz: (Punktwiese und gleichmaBige Konvergenz von Fourier-Reihen)
Sei f : R — R eine 2mw-periodische, stuckweise glatte Funktion.
Dann konvergiert die zugehorige Fourier-Reihe absolut gegen f.

Fur die Fourier-Koeffizienten ag, bi. folgt auBerdem die Konvergenz der Reihen

> lar] und > [bkl.
k=1 k=1



Konvergenz im
quadratischen Mittel

Definition: (La-Norm)
Der Abstand zweier Funktionen [ und g, dic jeweils zuf cinem Intervall 1
definierl seien, kann millels der J.o Noom gemessen werden:

- 3
1= ate= [ 1t =gttt s

o pen T T iz 112, oo s TG D e g,
R WPE G AR i) B b wa e . B

Bemerkung: Der Satz eraubt ke ne quantitative Aussage uber den Fehler im Sinne

elxr) = fix) = 5,(x)

an ener Stelle = im Intervall 1, sondern lediglich eine integrale Abschitzung!
Dies ist ein Unterschied zur Taylor-Reihe, wo das Restglied eine explizite Fehler-

schatzung fur jedes x erlaubt

|

Satz: {Konvergenz ven Fourier-Reihen im quadratischen Mittel)
Sei S = % eine 2 periodische, stiickweise stelige Funklion,
Dann kenvergiert d'e zugehdrige Fourier-Reibe im quadratischen Mittel gegen [

Fur die Parti 4. der Fourier-Reihe von f gilt:

lim ||f =25 o =1L
ey

Satz: (Bestapproximation im quadratischen Mittel)

Sei f : R —+ R eine 27-periodische Funktion, und s, () = % + Y} (ax cos(kz) +
by sin{kz)) ein trigonometrisches Polynom fur belicbiges vorgegebenes n ¢ [4.
Dann ist der quadratische Fehler der Approximation von f durch s,, in der L-,-Norm,
gegeben als

x))? dr,

W -su= [ (&)~

genau dann minimal, wenn die Koeffizienten ag, o3 und by (k= 1,...,m) gerade
die Fourier-Koeffizienten der Funktion f sind. Fir den Fenler gilt dann:

" 2 m
W= sulf = [ etz —n (%“ Sy +rr:.1) :
o I



Definition: (L2-Norm)
Der Abstand zweier Funktionen f und g, die jeweils auf einem Intervall I = [—7, 7]
definiert seien, kann mittels der Ly-Norm gemessen werden:

If = gll2 = (/W (@) — g(2)]? dw)%-

— 7T

Interpretation:

y
e Konvergenz im quadratischen Mittel ist ausreichend, wenn “AusreiBer”’ unbe-

deutend sind.

e Esgilt ||f—g|l2 = 0 insbesondere, wenn f und g nur an endlich vielen Stellen
in I verschieden sind.

e Spielen “AusreiBer” eine wichtige Rolle, oder sind unbedingt zu vermeiden,
so muss punktweise oder gleichmaBige Konvergenz betrachtet werden. a b x




Satz: (Konvergenz von Fourier-Reihen im quadratischen Mittel)
Sei f : R — R eine 27-periodische, stiickweise stetige Funktion.
Dann konvergiert die zugehorige Fourier-Reihe im quadratischen Mittel gegen f.

Fur die Partialsummen s,,, der Fourier-Reihe von f gilt:

lim ||f_ 5m||2 = 0.
m— 0o



Satz: (Bestapproximation im quadratischen Mittel)

Sei f : R — R eine 2m-periodische Funktion, und sy, (z) = % +>""_; (ak cos(kz)+
by sin(kx)) ein trigonometrisches Polynom fiir beliebiges vorgegebenes n € N.
Dann ist der quadratische Fehler der Approximation von f durch s, in der Lo-Norm,
gegeben als

I = smlt = | " (F(@) = $m(2))? da,

—1TT

genau dann minimal, wenn die Koeffizienten ag, ax und by (k = 1,...,m) gerade
die Fourier-Koeffizienten der Funktion f sind. Fur den Fehler gilt dann:

sl = [ s (B4 St ).

-7 k=1



Bemerkung: Der Satz erlaubt keine quantitative Aussage tiber den Fehler im Sinne

e(z) = f(z) = sm(z)

an einer Stelle x im Intervall I, sondern lediglich eine integrale Abschatzung!
Dies ist ein Unterschied zur Taylor-Reihe, wo das Restglied eine explizite Fehler-

schatzung fur jedes x erlaubt.



Spezielle
Anwendungen

Bemerkunge: [Fourier Reihen von geracen/ungeraden Funktionen)
Fiir die Fourier-Koeftizienten einer geraden Funktion gilt (k =1,2,3,

) Beispiel: (Sagezahn-Funktion)
Betrachte die Funktion

axr fuor T<r<w, a>0,

f(:)={ 0 fir z=m.

Die Funktion sei zu einer 2r-periodischen Funktion auf ganz & fortgesetzt.

@ 5 g
ay — L / flx)eosibr) de l/ flelecs(kr) dr und by QL
L - T fa
Entsprechend gilt fiir die Fourier-Koeffizienten einer ungeraden Funktion:

< 5 pr
b lf Jixlsinike) de Z/ Salsin(he) de und a0
TS B

(2 y
./ /
e |an/3.: x o

Beispicl: {Sigezabr-Funksion)
Darstellurg der Funktion

Bemncrkung {Foriseteur cu perdischin Fubiione:) fixl — { wir :ur
- o e ow =
Gegben wi [ - 0.7+ 2
Ziel il s, [ durch trignnoms ssche i darews b ) P - o
Dazu miszzen mir cine L pericdische Fanktion # . 2+ K linder, 50 dizz 2, mta lund ¥« 7 mteels der crsten in Koothizicnten der Fourie-Reine

Hevauf v, L]
® Divvkte Furtwbeusg aul 0. 0 en vinee fsmrindacime Foktion

Fi = flt =40 fiir ELsi<(es N7 EEE

o Usgresdn Foetsmzung s wone 2 L-paiodschi Fonktinn

Definere mizder F/(t +20L)




Bemerkunge: (Fourier-Reihen von geraden/ungeraden Funktionen)
Fur die Fourier-Koeffizienten einer geraden Funktion gilt (k =1,2,3,...):

ay = % _W f(x)cos(kx) dx = %/OW f(x)cos(kx) de und b = 0.

Entsprechend gilt fur die Fourier-Koeffizienten einer ungeraden Funktion:

b, = L f(x)sin(kx) dr = 2 /7r f(x)sin(kx) der und a; =0.
—T T Jo

s



Beispiel: (Sagezahn-Funktion)
Betrachte die Funktion

f(z) = ar fur —rwT<z<m a>0,
1 0 fur z=m.

Die Funktion sei zu einer 2m-periodischen Funktion auf ganz R fortgesetzt.




Beispiel: (Sagezahn-Funktion)
Darstellung der Funktion

f(z) = ar fur —7wT<z<m a>0,
0 fur z=m.

mit a = 1 und —7 < £ < 7 mittels der ersten m Koeffizienten der Fourier-Reihe:

.9 (sinl(x) B sin(22w) n Sinéi’;x) e (c1ym Singzm))

ve und E lon mit 5 Koeffi 4 ve und E mit 25 Koeffi 4 a ve und E: ion mit 50 K




Bemerkung: (Fortsetzung zu periodischen Funktionen)

Gegeben sei f : [0, L[— R.

Ziel ist es, f durch trigonometrische Reihe darzustellen.

Dazu miissen wir eine L-periodische Funktion F' : R — R finden, so dass F(t) =
f(t) auf [0, L.

e Direkte Fortsetzung auf [0, L[ zu einer L-periodischen Funktion: /////
f(t)

F(t)= f(t—kL) fir kL<t<(k+1)L, ke Z.

2L -L L 2L 3Lt

e Ungerade Fortsetzung zu einer 2 L-periodischen Funktion:

f(t) fuir 0<t<L,
F(t)={ f(O) fir t=L, / /a) /

f(=t) fir —L<t<O.

- 2L -L L a2 3Lt
Definiere nun F(t + 2kL) = F(t) fir —L <t < L. / /

e Gerade Fortsetzung zu einer 2L-periodischen Funktion:

f(t) fur 0<t<L,

F(t) = f(0) fur t=L,
f(—t) fir —L<t<O0. /\/fﬂ\/

Definiere wieder F'(t + 2kL) = F(t) fir —L <t < L. 2L -L L 2L 3Lt



Gliedweise
Differenzierbarkeit und
Integrierbarkeit

Satz: (Integration einer Fourier-Reihe)
Eine punktweise konvergente Fourier-Reihe kann gliedweise integriert werden und
es gilt
" Bl o
1 ay llk bk
F(z =/ €) de — Wy = (—sm(kt ——cusk.‘r)+ -
)= [, J© de = G = 3 (G sinthe) - o)) + 3

Dabei konvergiert die Reihe firr alle r € IX gleichmaBig gegen F'(x).

Satz: {Differentiation einer Fourier-Reihe)

Eine punktweise konvergente Fourier-Reihe zu einer Funktion () kann nur dann
gliedweise an einer Stelle @ differenziert werden, wenn die Ableitungsreihe in &
konvergent ist.

Im Fall der Konvergenz konvergiert die Ableitungsreihe gegen f*{x) in a.
Hinreichend fiir die Konvergenz ist die

1. Stetigkeit und die
2. stuckweise stetige Differenzierbarkeit

von f'.



Satz: (Integration einer Fourier-Reihe)

Eine punktweise konvergente Fourier-Reihe kann gliedweise integriert werden und
es gilt

b

/ f(€) dé — —a: — Z (%ﬂ sin(kz) — fcos(ka:)) + g %

Dabei konvergiert die Reihe fir alle x € R gleichmaBig gegen F'(x).



Satz: (Differentiation einer Fourier-Reihe)

Eine punktweise konvergente Fourier-Reihe zu einer Funktion f(x) kann nur dann
gliedweise an einer Stelle = differenziert werden, wenn die Ableitungsreihe in x
konvergent ist.

Im Fall der Konvergenz konvergiert die Ableitungsreihe gegen f/(x) in x.
Hinreichend fiir die Konvergenz ist die

1. Stetigkeit und die
2. stuckweise stetige Differenzierbarkeit

von f’.



Komplexe Schreibweise

B kung: (Komplexe Schreibweise ciner Fourier-Reihe)

Mit den folgenden Vereinbarungen und den Eulerschen Formeln:
® a_, i=dy,, by:=0und b_,, 1= =b, firn=0,1,2,...,

® (=" = furn € 7,

e

¢ Lim: ex .
o cos(ne) — S—=—— und sinfruc) —

kann man eine Fourier-Reihe zu einer Funktion f{x) kompakt schreiben:
B e Koellizi (y der Foem einer F Reihe lassen
sch wieder durch Integration berechnen:

-
=
() = @, eV :
fz)= )7 an [ e
.

n=—s0 o =5 3
AuBerdem gelten die Bezichungen zu den reellen Koeffizienten (n — 0,1,2,...):

Gy = Op Oy,

o = il —aog).

Beispiel: Sciwingungen kinnen unmiclelbar mic dem Reihenznsalz

.
Fiti= S ae,

w = N Kreisfrequenz der Schvingung, dargestelll werden. Eine Phasenverschiebung
ner solchen Schwingung i) = (i — 1y) kann mic Hilfe des Addivonstheorems

der ExponentialfunkLion dann einfach geschrieben werden.

olt)  fit ol




Bemerkung: (Komplexe Schreibweise einer Fourier-Reihe)
Mit den folgenden Vereinbarungen und den Eulerschen Formeln:
® a_, :=ap, bp:=0und b_,, :=—-b, furn=20,1,2,...,

° anzz%ﬂirnEZ,

InT —inx
e —e

27 ’

e’LTL(B +e—zn:c

2

e cos(nzx) = und sin(nz) =

kann man eine Fourier-Reihe zu einer Funktion f(x) kompakt schreiben:



Bemerkung: Die Koeffizienten a,, der kompakten Form einer Fourier-Reihe lassen
sich wieder durch Integration berechnen:

1 [7 :
an = o B (x)e """ d.

AuBerdem gelten die Beziehungen zu den reellen Koeffizienten (n =0,1,2,...):

Ap = Qp 1+ Q_p,

b = ila, —a_y).



Beispiel: Schwingungen konnen unmittelbar mit dem Reihenansatz

00
§ : aneznwt,

n=—oo

w > 0 Kreisfrequenz der Schwingung, dargestellt werden. Eine Phasenverschiebung
einer solchen Schwingung ¢g(t) = f(t — to) kann mit Hilfe des Additionstheorems
der Exponentialfunktion dann einfach geschrieben werden:

oo

g(t) t _tO Z o, eznw(t to) _ Z (ane—z’nwto)einwt.

7
-

=:Bn

n=—oo n=—aoo
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