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Erinnerung
Exponentialfunktion

Definition: (Exponentialfunktion)
Die Funktion exp: R —+ R

3

x 2
-I' I ;
exp(e) i= Y T =1 +a+ gk
k=0

heiBt Exponentialfunktion.

Satz: (Additionstheorem)
Fiir die Funktion exp : R — R gilt das Additionstheorem:

exp(z) - exp(y) = exp(z + y).

Eigenschaften der Exponentialfunktion:
Mit Hilfe des Additionstheorems findet man:

o oxpia) - exp(—a) = exple + (—&)) = expi = 1.
® Esist explx) = ) fiir - = 0. Dann folgt aus dem Additionstheorem:

1
expix} =¥z € ® und exp{-x) =

Yy
* Also ist expii) streng monoton wachsend auf ganz R. .,v",(x), oxp(x)
® Esgilt auch: Tim, o vxp(a) — 0. 3 ’
o Aus der Monotonie folgt: exp : B —|0,nc| ist injektiv. /
» Aus Konvergene der Polengreine lolgl Steligkeil aul 2. Aus ——

lim expixd=0 und lim explx) =
rs—c0 o)

folgt mit dem Zwischenwertsatz auch die Surjektivitat.

® Insgesamt ist exp also bijektiv.



Definition: (Exponentialfunktion)
Die Funktion exp : R —+ R
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heiBt Exponentialfunktion.

Satz: (Additionstheorem)
Fur die Funktion exp : R — R gilt das Additionstheorem:

exp(z) - exp(y) = exp(z + y).



Eigenschaften der Exponentialfunktion:
Mit Hilfe des Additionstheorems findet man:

o exp(z)-exp(—z) =exp(x + (—z)) = exp(0) = 1.

e Esist exp(xz) > 0 fiir x > 0. Dann folgt aus dem Additionstheorem:

1
exp(z) > 0Vz € R und exp(—z)= oxp(@)’ /
y
e Also ist exp(x) streng monoton wachsend auf ganz R. f(x) = exp(x)
el

e Es gilt auch: lim, , . exp(xz)=0.

e Aus der Monotonie folgt: exp : R —]0, oo[ ist injektiv. /

e Aus Konvergenz der Potenzreihe folgt Stetigkeit auf R. Aus

lim exp(z) =0 und lim exp(z) =0
T——00 T—r00

folgt mit dem Zwischenwertsatz auch die Surjektivitat.

e Insgesamt ist exp also bijektiv.



Logarithmusfunktion

Definition: (Natirlicher Logarithmus)

Die inverse Funktion der Cxponentialfunktion exp : I —]0, o[ existiert
(wg. Bijektivitat) und wird mit In :J0, oc[— E bezeichnet.

Die Funktion heiBt natirlicher Logarithmus.

yl ' =expn)
y=x
/ o
1 x
Ablcitung der Exponcntialfunktion
i Potenzrehe 3707 57 komergert glech=abig, also i giedweizes D fiereszesen
miglich:

i - ($5) -£% - £

und Zah!

Esgilt
o 1
exp(l} = Y 15 == 2,71828
k=0
dic dic Eulersche Zahl

Al

er= e lutel] = sxpl nfexpil ] —expel.

Beobachtung: Es gilt nach Definition

Daher gil

expllnfx)) = =
t wegen des Additionstheorems fur a, b ¢ R

expiin{ab)} = ab = exp(In(a)}exp(In(b)) = expiln{a) = In(b)).

Wegen der Bijektivitat von exp gilt dann also das Logarithmusgesetz:

Bemerku

Und damit (se

Eigenschallen [
Seiwi . dann o

In{ab) = In{a) + In(b).

ng: Analog kann man zegen

Definition: {Allgemeine Polencunklion, Logarithmus auir Bas's a)

Sei a = O und = ¢ K. Dann heidt die Funktion
Sl = o = explaIniall
Potenzfunktion zur Basis a.

Die entsprechend existierande Umxkehrfunktion gz} heibit
Lagarithmusfunktion zur Basis o:

gz =log, ».
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Definition: (Naturlicher Logarithmus)

Die inverse Funktion der Exponentialfunktion exp : R —]0, co| existiert
(wg. Bijektivitat) und wird mit In :]0, co[— R bezeichnet.

Die Funktion heiBt naturlicher Logarithmus.

A\
y

_—

f(x) = exp(x)




Beobachtung: Es gilt nach Definition
exp(In(z)) = .
Daher gilt wegen des Additionstheorems fur a,b € R
exp(In(adb)) = ab = exp(In(a)) exp(In(b)) = exp(In(a) + In(b)).
Wegen der Bijektivitat von exp gilt dann also das Logarithmusgesetz:

In(ab) = In(a) + In(d).

Bemerkung: Analog kann man zeigen:

In (b> — In(b) — In(c).

C

Und damit (setze b = c¢):
In(1) = 0.



Definition: (Allgemeine Potenzfunktion, Logarithmus zur Basis a)
Sei a > 0 und = € R. Dann heiBt die Funktion

f(z) = a® = exp(xn(a))
Potenzfunktion zur Basis a.

Die entsprechend existierende Umkehrfunktion g(x) heiBt
Logarithmusfunktion zur Basis a:

g(z) =log, .

Eigenschaften: Man zeigt leicht die folgenden Eigenschaften:

e 0 TY = a%qY



Eigenschaften fur naturliche Exponenten:
Sei n € N, dann ergibt sich aus a®*™¥ = a®a¥ mittels vollstandiger Induktion

an:g.....@

v
n

Die Definition passt zu fruherer Definition mit ganzzahligen Exponenten.

n-te Wurzel: Man zeigt mit der Definition:

1 1

(am)" =exp(nln(a=) = exp(nln(exp(% In(a))) = exp(In(a)) = a

1
also ist a» = {/a.



Exponentialfunktion und Eulersche Zahl
Es gilt

=1
exp(l)zzy — e~ 2,71828. ..
k=0

die die Eulersche Zahl.

Also
e exp(x).



Ableitung der Exponentialfunktion

Die Potenzreihe "~ “,’f—l,c konvergiert gleichmaBig, also ist gliedweises Differenzieren
moglich:

/
Lk O fopk—1 Lk
(exp(z))" = (Z k') = . X Z T exp(z)

k=0



Sinus/Cosiuns
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die komplexe Exponentialfunktion. Die Reihe konvergiert fiir alle z « T, also ist
eine Funktion vxp : © — C definiert.

der Es gilt fiir 5,2, 25 € ©

o expizy | 2] = epy

o izl £0

® expl-2l = i
o @' —explzlnja))firbwaeR

o of = expiz)
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Definition: (Sinus und Cosinus)
Auf ganz R sind folgende Reihen konvergent

cos(x)

sin(z) =

Die so erklirten Funktionen heiBen Sinus- und Cosinus Funktion.

(2]

Eigenschaften: (Sinus und Cosinus)
Aus den Reihendefinitionen fur die Cosinus: und Sinusfunktion, sowie dem Addi
tionstheorem Fiir 1xpp ergeben sich die folgenden Eigenschaften:

® o' = qouu t ising (Fulersche Formel} und ¢ % = cosx — dsine
L ara e . o
o cuxr = und sina = © 7

® cosll 1 und sinb -~ 0

o cos{r) = coe(x) [gerade Fkt.) und sin{ - z) = — sin{x] (ungerade Fkz.)

* cosix + ) = cosxena i F sinasing (Additionsformel fr ros)

o sin = rsiny + sinzsiny (Additionsformel fiir sin)

o cosr 4 ) — eonfie — yl = ~2sinzsiny

® cosry  COST -

2sin ®37 sin 759

o cos’zsinr=1

 ong 2r = oo’

at von cos und sin ©

dic zilt:




Motivation: Eulersche Formel
e'? = cos ¢ + isin ¢

zur Berechnung von Wurzeln bzw. Nullstellen von Polynomen in C und zur Kon-
vertierung in Polarkoordinaten.



Komplexe Exponentialfunktion: Fur z € C sei

oo Zk
exp(z) = Z !
k=0

die komplexe Exponentialfunktion. Die Reihe konvergiert fur alle z € C, also ist
eine Funktion exp : C — C definiert.

Eigenschaften der komplexen Exponentialfunktion: Es gilt fur z,21,20 € C
e exp(z1 + 22) = exp(z1) exp(22)
e exp(z) #0

o exp(—2) =

()
)) fuir0 <aeR

xp(z
e a* =exp(zIn(a

o ¢* = exp(z2)



Definition: (Sinus und Cosinus)
Auf ganz R sind folgende Reihen konvergent:

— 2k 2 4 6
_ et 2T

cos(e) = D (D gmi=ly g et

k=0

—— 2k+1 3 5%
: _ k% _r_r_ *r
sin(@) - = kz( D' Gesi~ 1 31 5

=0

Die so erklarten Funktionen heiBen Sinus- und Cosinus Funktion.

2



Eigenschaften: (Sinus und Cosinus)
Aus den Reihendefinitionen fur die Cosinus- und Sinusfunktion, sowie dem Addi-
tionstheorem fur exp ergeben sich die folgenden Eigenschaften:

7 12

e = cosx + i sinx (Eulersche Formel) und e™** = cosx — isinx
ix —ix . 1T, —1T
cosr = “1& — und sinx = &=¢—
2 21
cosO =1 und sin0 =20

cos(—x) = cos(x) (gerade Fkt.) und sin(—x) = —sin(x) (ungerade Fkt.)
cos(xz £+ y) = cosz cosy F sinxsiny (Additionsformel fiir cos)

sin /x + y) = cosxsiny + sinz siny (Additionsformel fiir sin)

cos(z +y) — cos(x —y) = —2sinzsiny
COSTy — COSXT1 = —28In 3012& sin mZE:Bl
2 2
cos“x +sin“x =1
2

cos 22 = cos? r — sin® ¢ = 2cos? —1 und sin 22 = 2cos x sin



Periodizitat von cos und sin

Definition (Zahl 7)
Die Zahl 7 ist die eindeutig bestimmte reelle Zahl, fur die gilt:

cos(g):O und O<g<2.

Satz (Periodizitat der trigonometrischen Funktionen)
Die Funktionen

o L2k | 00 L 2k+1
cos(z) = g(_l)k ok N sin@) = ,;)(_1)k (2k + 1)!

sind periodisch und es gilt fur alle z € R

cos(z + 2m) = cos(x) und sin(z + 27) = sin(x).



Spezielle Funktionswerte von cos und sin

T 1 78

COS — = — und sinZ:—

4 V2

Weitere spezielle Werte kann man berechnen:

gy ™ ™ s 27 3 o
£ 0 3 1 3 5 3 1 6 n

: 1 v2 V3 V3 V2 1
V3 V2 1 _1 V2 3
cosx 1 5 5 5 0 5 5 5 1




Bemerkung (Ableitungen)
Wie bei der Exponentialfunktion konnen auch hier die Ableitungen

gliedweise berechnet werden. Es ergibt sich

(sinz) =cosz und (cosz) = —sinz

Durch Induktion lasst sich weiter beweisen:
(sinz)®*+) = (—1)*cosz
cosz)Pkt) = (—1)*Tlging

(2k) (—1)’c COS T

(sinz)®*) = (=1)Fsinz

(cos )



Bemerkung (Taylorreihe fiir die Sinusfunktion)
Aus dem Satz von Taylor folgt:

2E+2 . (k)
: sin*"/ (0
sinxr = E ]C'( )SEk + R2k+2(£€)
k=0
583 335
= Py Ty Tt k(o)

wobei R2k+2(x) _ Slrz(;:_‘:‘—z))gg) x2n—|—3 mit é‘ c [O,.CU]



Erinnerung
Exponentialfunktion
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Satz: (Adcitiansthoarem}
Fiir din Funktion axp: R — R gilt das Additionszhearem.

explar) - expiy) = expir + ).

. ) Sinus/Cosiuns
Logarithmusfunktion
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