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Funktionenfolge

Definition: (Funktionenfolge)
Die unendliche Folge
S f2 fsneei i Sy
der Funktionen fi. : D — R, k= 0,1.2,... heiBt Funktionenfolge auf D.
Schreibe kurz (f,)nen oder (fy).

Definition: (punktweise Konvergenz)

Die Funktionenfolge (f,,) auf D heiBt punktweise konvergent,
wenn fiir jedes = € D die Zahlenfolge (f,.(x)) konvergiert.
Wir sagen abkurzend einfach konverge L.

Die Grenzfunktion f ist fiir jedes x € D gegeben durch:
lim fn(z) =: f(z).

n-—o00

Beispiel: Sei die Funktionenfolge ([} in 1) =] — o0, x| gegeben durch:

1
Fale) =

Dann strebt f,.(z} punktweise gegen:

n—1,23,...

1 fir |z <1,
lim fn{#] = f{z)=1¢ & fiir
resx: H

Jo| =1,
fiir || = 1.




Definition: (Funktionenfolge)
Die unendliche Folge

f17f27f37~-,fn,...

der Funktionen fr : D - R, k= 0,1,2,... heiBt Funktionenfolge auf D.
Schreibe kurz (f,,)nen oder (fn).



Definition: (punktweise Konvergenz)
Die Funktionenfolge (f,) auf D heiBt punktweise konvergent,
wenn fur jedes x € D die Zahlenfolge (f,(x)) konvergiert.

Die Grenzfunktion f ist fur jedes x € D gegeben durch:

lim fn(z) =: f(2).

n—oo



Beispiel: Sei die Funktionenfolge (f,) in D =] — oo, oo| gegeben durch:

1
fal@) = T =123,
Dann strebt f,,(x) punktweise gegen:
(1 fur |z| <1,
lim fo(z)=f(z)=1< 3 fir |z|]=1,
n—oo .
0 fur |z > 1.
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Abstand von Funktionen

Definition: (Abstand) Definition: (Supremumsnorm)
Sind f,g: D — R beschrankte Funktionen, so heiBt Ist f: D — IR beschrankte Funktion, so ist
I/ = glloc = sup |f(x) — g(z)| [[£lloe := sup |f ()|
zeD zeD
Abstand der Funktionen voneinander. die Supremumsnorm der Funktion f.
Bemerkungen.

® Dic Supremumsnerm ist gerade der Abstand von § zur Funktion g U
* Sind f, ¢ stetig und ist L? kompakz, so gilt:

1 = 8 =

gl bewe Ul = o | ey
(i) Al = e | ie

® Dann exstert », € &) bzw. »; € 1) mit

£ = el — ] bowe [[flla = S




Definition: (Abstand)
Sind f,g: D — R beschrankte Funktionen, so heif3t

If = gllec := sup [ f(z) — g(z)]

xeD

Abstand der Funktionen voneinander.



Definition: (Supremumsnorm)
Ist f : D — R beschrankte Funktion, so ist

| flloo := sup | f(z)

xeD

die Supremumsnorm der Funktion f.



Bemerkungen:
e Die Supremumsnorm ist gerade der Abstand von f zur Funktion g = 0.

e Sind f, g stetig und ist D kompakt, so gilt:

|f = glloc = max |f(z) —g(z)| bzw. |[|fllec =max|f ()l

e Dann existiert zo € D bzw. 1 € D mit

If = gllo = [f(@0) = g(@o)| bzw. |[fllec = |f(z1)].






GleichmaBige
Konvergenz

Definition: {GleichmiBige Konvergenz)

Sei [fi.) mit fu 1 1) = R Funktionenfolge, dann kanvergiert f, gleichmafig geger
F D T, wenn fir v = vy © M die Funktionen f, — " auf 17 beschrinkt sinc
und es gill:

g (6~ =0,
p4

f=lim f, oder f.—[fFfirn—oc, o

Schreibe auch

Satz: (Cauchy Kriterium f. gleichmaBige Konvergenz)

Sei (.7 Funktionenfolge mit f. : £} — & beschrinkt. {, xonvergiert genau dann
gleichmaig gegen [ : L) 3 L2, wenn gilL:

Zu jedem ¢ = () gibL es ny, so dass [Or alle v, = g gill

| fu = Foul o €




Definition: (GleichmaBige Konvergenz)

Sei (fn) mit f, : D — R Funktionenfolge, dann konvergiert f, gleichmaBig gegen
f:D — R, wenn fur n > ng € N die Funktionen f,, — f auf D beschrankt sind
und es gilt:

lim || fn — flleo = 0.
n—oo

1



Satz: (Cauchy-Kriterium f. gleichmaBige Konvergenz)

Sei (f,) Funktionenfolge mit f,, : D — R beschrankt. f, konvergiert genau dann
gleichmaBig gegen f : D — R, wenn gilt:

Zu jedem € > 0 gibt es ng, so dass fur alle n,m > ng gilt

”fn o meOO < €.



Stetige
Grenzfunktion

Satz: (Stetige Grenzfunktion)
Jede auf D gleichmaBig konvergente Folge stetiger Funktionen (f,)
hat auf D eine stetige Grenzfunktion.

Bemerkung: Der Satz kann auch anders formuliert werden:
Sei 2o = limg—00 T € D und (f,,) gleichmaBig konvergent, dann gilt:

S foteo) = lim fu(limzy) = lim [l fo(ze)] = Lo (7000

O

k



Satz: (Stetige Grenzfunktion)
Jede auf D gleichmaBig konvergente Folge stetiger Funktionen (f,,)

hat auf D eine stetige Grenzfunktion.

Bemerkung: Der Satz kann auch anders formuliert werden:
Sei x¢g = limyg_,o zx € D und (f,) gleichmaBig konvergent, dann gilt:

i, Fn(lim, o) = Jio [ lim, fn(ow)



Gliedwelise Integration
und Differentiation

Satz: (Gliedweise Differentiation) ) Satz: (Gliedweise Integration)
Die Folge ¢ f..; und inre Ableitungen {7} seien aul ‘a, 8] gleichmiBig konvergent Die Folge (.} sci aul [n.h] gleichmaBig konvergent und die [y, seien integrierbar.

und es gelte Limy o fo - f. Dann ist die Grenzfunktion f — lim, - [n integrierbar und es gilt:
Dann ist { auf [a. %] differenzierbar und es gilt: g acves Jo 8 &

i b
Ji g 1 Jm [ e de= [ gie dn

Bemerkung: Es reicht sogar die Vieraussetzung

Sei () Fir €in = € 1,5 konvesgent

Bemerkungen:

o Im Satz iiver die gliedveise Di iation muss vor t verden, dass
dic Folge der Ableitungen ( §)1 gle'chmaBig konveragicrt.

® Im Ergebn's der Diferentiation der Folge (7.1 entstehl wisder ¢ine Funktic
nenfolgz i f) 1.

» Im Ergebnis der Integration der Molge [ /) entsteht eine Zzhlenfolze ll'l' Falz)da).



Satz: (Gliedweise Differentiation)

Die Folge (f) und ihre Ableitungen (f]) seien auf [a, b] gleichmaBig konvergent
und es gelte lim,, . fn, = f.

Dann ist f auf [a, b] differenzierbar und es gilt:

lim f) = f'.
n—oo

Bemerkung: Es reicht sogar die Voraussetzung:
Sei (f,) fiur ein x € [a, b] konvergent.



Satz: (Gliedweise Integration)
Die Folge (f,) sei auf [a, b] gleichmaBig konvergent und die f,, seien integrierbar.
Dann ist die Grenzfunktion f = lim,,_, f, integrierbar und es gilt:

lim fn ) dx = / f(z

n—oo



Bemerkungen:

e Im Satz uber die gliedweise Differentiation muss vorausgesetzt werden, dass
die Folge der Ableitungen (f)) gleichmaBig konvergiert.

e Im Ergebnis der Differentiation der Folge (f,) entsteht wieder eine Funktio-
nenfolge (f)).

e Im Ergebnis der Integration der Folge ( f,,) entsteht eine Zahlenfolge (f: fn(x) dz).



Funktionenreihe

Definition. (Furnktionenreihe]
Sei (fi] eine Funklonenfelge aul . Delinere eine neve Funklicaenlolge (s, )
durch:

So 3 fe w012
k=t

{#.) heiit unendliche Re'he ader Reihe der Funktionen { ).

Definition: (Punktweise und gleichmzBige Konvergenz)

Die Funktionenreihe 377 fi heibt bzw. gleichmaBig k gent, wenn
die Folge (s, ) der Partialsummen punktweise bzw. gleichmaBig konvergiert.

Die Grenzfunktion s = lim,_, ., s,, heiBt Summe der Reihe (ccer Summentunktion).
Schreibe

s=3 fu oder s(x)=Y fulx) mitzeD.
i heiBen Glieder der Rethe und s, Teil- oder Partialsummen, =0 E=0

Schreibe kurz

Definition: (GleichmaBig absolut konvergent)
Eine Reihe Y _p-, fi von auf D beschrinkten Funktionen heiBt
gleichmaBig absolut konvergent, wenn 35— || fx|l konvergiert.

Bemerkung: Falls 3777, /i gleichmaBig absolut konvergent, so folgt auch die
gleichmaBige Konvergenz, denn es gilt:

= 2: Py

o

>

LsUPLep S Sup L p o

wegen sup, .




Definition: (Funktionenreihe)
Sei (fx) eine Funktionenfolge auf D. Definiere eine neue Funktionenfolge (s,)

durch: N
sn:ka, n=20,1,2,...
k=0

(sn) heiBt unendliche Reihe oder Reihe der Funktionen (f).
fr heiBen Glieder der Reihe und s,, Teil- oder Partialsummen.



Definition: (Punktweise und gleichmaBige Konvergenz)
Die Funktionenreihe >~ fx heiBt punktweise bzw. gleichmaBig konvergent, wenn
die Folge (s,) der Partialsummen punktweise bzw. gleichmaBig konvergiert.

Die Grenzfunktion s = lim,, o S, heiBt Summe der Reihe
Schreibe

oo

s = ka oder s(x) = ifk(x) mit x € D.
k=0

k=0



Definition: (GleichmaBig absolut konvergent)
Eine Reihe Y.~ , fix von auf D beschrankten Funktionen heiBt
gleichmaBig absolut konvergent, wenn > .~ o || fx|loo konvergiert.

Bemerkung: Falls > -, fi gleichm&Big absolut konvergent, so folgt auch die
gleichmaBige Konvergenz, denn es gilt:

00 00
Z,fk: SZHfAHoca
k=0 00 k=0

wegen Sup:’[:ED(f + Q) S SupIIIED f + Sup:I:ED g.




Konvergenz von
Funktionenreihen

Satz: (Majoranten-Kriterium von WeierstraB)
Fiir die Glieder der Reihe 307, fi. gelte fiir k > ky € ¥

Satz: [Cauchy-Kriterium fiir gleichmiBige Konvergenz von Funktionenreihen)
Eine Reibe 3500 fe mit auf D beschra ti jert aul D
genau dann gleichmaig, wenn git:

Zu jedem ¢ = 0 gibl es wy & B s dass Tir alle s = w = oy | fe

oo < ai,

wobei ):::n . eine konvergente Zahlenreihe ist.

DR o=e k= . - S
\—%’41 - Dann ist die Funk he 3o, fi gleichmaBig absolut konvergent.
Z h « Majorante der Funkt t
Satz: (Stetigheit cer Reihensumme)
Satz: (G iedweises Integrieren ZlzicamiBiz <onvegenter Rehen) Seien fy : .t — K stesige Glieder der gleichmaBig konvergenten Reibe Y707 /.
leste gleichmifig konvergeats Reihe Y00 £, won auf e b integrierbieen Dann ist cie Summe & = 3777, /i ebenfalls stetig in 4.6
Funktionen besitzt aul «. i €ne integrierbare Summerfunkzion « = 577", & ‘ , o . .
n den Randpunkten ist dabei cinscitig: tigheit ind & ger

und r5 gilt:

0 e
[ T } Z Jelx) dx
bl ]

;15 cdazizes Dfeeezizeze g cichmabiz bovega-ter Raihes)

Sal
=3 gelte.
® 5 30T N wre v ouT ot diffenenzivcburer Funkt ecen,

{0} fur werigstens ein i ¢

* Lsexsize de Courzsumme
o Din Ak wngereitie 7373 s il

BE A skizmaliz bawemeitin 4,0
? Loy aan

[

Jann it auc diz Fu
W
il s wran ersrniel




Satz: (Cauchy-Kriterium fiir gleichmaBige Konvergenz von Funktionenreihen)
Eine Reihe > .-, fx mit auf D beschrankten Funktionen fi konvergiert auf D
genau dann gleichmaBig, wenn gilt:

Zu jedem € > 0 gibt es ng € N, so dass fur alle m > n > nyg

m

> f

k=n-+1

< €.




Satz: (Majoranten-Kriterium von WeierstraB)
Fiir die Glieder der Reihe > .~ fx gelte fir k > ko € N

ka'”oo S L,

wobei Y.~ , ay eine konvergente Zahlenreihe ist.
Dann ist die Funktionenreihe >~ , fi gleichmaBig absolut konvergent.

Majorante



Satz: (Stetigkeit der Reihensumme)
Seien f : [a,b] — R stetige Glieder der gleichmaBig konvergenten Reihe > /° ) fk.
Dann ist die Summe s = )", fr ebenfalls stetig in [a, b].



Satz: (Gliedweises Differenzieren gleichmaBig konvergenter Reihen)
Es gelte:

e Sei > - fr eine Reihe auf [a, b] differenzierbarer Funktionen.
e Es existiere die Grenzsumme s(z) = > ., fr(x) fiir wenigstens ein z € [a, b]
e Die Ableitungsreihe - f7 sei gleichmaBig konvergent in [a, b).

Dann ist auch die Funktionenreihe ;- fi gleichmaBig konvergent in [a, b].
Weiter ist die Summe s(z) differenzierbar und s’(x) kann durch gliedweises
differenzieren berechnet werden:

s'(z) = (Z fk) =Y fi
k=0 k=0



Satz: (Gliedweises Integrieren gleichmaBig konvergenter Reihen)
Jede gleichm3Big konvergente Reihe > .~ , fi von auf [a, b] integrierbaren

Funktionen besitzt auf [a, b] eine integrierbare Summenfunktion s =" 7_  fk
und es gilt:

Lbs(x)dxzfai_:fk da:—z

k=0"9



Funktionenreihe

T N -

GleichméBige /
/-* Konvergenz

Funktionenfolge




